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SUR L’ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT 


t ■ •hH 

D’UNE PLAQUE ÉLASTIQUE 

DONT L’ÉLASTICITÉ N’EST PAS LA MÊME DANS TOUS LES SENS. 


Nous avons donné , dans le troisième volugie des Exercices de Mathématiques [pag. 
et suivantes], les équations qui expriment l’équilibre ou le mouvement d’une plaque 
solide élastique on non élastique, d'épaisseur. constante, ou d’épaisseur variable, mais 
en nous bornant è l'égard do la plaque élastique au cas où l’élasticité restait la même 
dans toutes les directions. Alors les projections algébriques sur les axes caordonnés des 
pressions p' , p‘ , p"' supportées en un point quelconque [x,y,t) par trois plans 
perpendiculaires è ces méiucs axes , ou , en d’autres termes , les six quantités 

(•) A. B, C. d; E. F 

se trouvaient liées aux déplacements ( , v , { du point dont il s’agit par les formules 
( 58 ) de la page SSq. Considérons maintenant une plaque élastique dont l’éiaslicilé ne 
soit pas^a même dans tous les sens. On devra aux formules que nous venons de rappeler 
substituer les équations ( 3 G) , (Sy) des pages 226, 227, dans lesquelles m désigne 
une molécule d’un corps élastique, a, b, c les coordonnées primitives de cette molé- 
cule, c’o.'.t-è-dirc , celles qui se rapportent è l’état naturel du corps , r le rayon vecteur 
mené priiuitivcmcnt de la molécule m à une molécule voisine, a , p , •/ les angles 
formés par le rayon r avec les demi-axes des coordonnées positives, une 

fonction qui dépend de la loi de l’attraction, et p la densité du corps au point (x,y,z). 
D’ailleurs, si , en supposant toujours que les déplacements $ , n , C restent très^ctils, 
.on veut prendre pour variables indépendantes, au lieu des coordonuées primitives a , 
b, c, les coordonnées x, y, z relatives 5 l’état d’équilibre ou de mouvement du 
corps élastique, il suilira, comme on l’a prouvé à la page 207 du 5 .* volume, d’écrire 
partout æ au lieu de a, y au lieu de b, s au lieu de^ c. Donc , si l’on fuit, 
pour abréger , _ . 


IV.* A^K^K. 


I 


( » ) 


(s) uî=pS[~co»<»/(r)j, b = fS[-î^ C05<p/(r)j , c = pS[^ cos'v/(r)]! 
(.î) il = pS[^-co*';icos*yy"(r)j,e = pSj^^cos’/COs’ay’(r)J, f=pS|^'^COS’aC0S*^ /W]' 

I U =pS[’-^’^C 0 f’M 0 S^ 05 v/(r)j, T=pS[™C 05 ’aC 0 J 7 /(r)J, «• = ps[^C 0 j’«C 05 f»/(/)j, 
îf) ( (i'~pS|''-^co5',Vosv/(r)j, T'=pSp-^05*cos’pcoS7/(r)J, wr'— fS[^coj*coj’p/(r)J , 

I U*=rpS[^C05pCOS’7/(r)J, T'=pS[^C0SlC0s’7/(r)j , w'=:fS|^^C05aCOS;'icOS’7/(r)jj 

loi v.'ilcuri de A, B, C,D,E, F relttirc» !i un corps élastique dont l’élasticité 
n'est pas la même dans tous les sens deviendront ^ 


/ 


( •î/ flu-= 


C=z 


rfj ^ oÿ ^ dt ~ \dc^ djj^ \dx~ dzj^ \dy ^ dxj ' 


/J = u — + u' J-u' — 4- d -— + — 4-w' -— + — 4-v' — + — , 

dx rfjr rft ^ \rf* ^ 'h ! ' rfî j ' \rfj’ ■ <ize j 

,rfC , Jd„ dt,\ , /rfî , di\ , ldi d„\ 

+^) + “ U + *J + “ te 

Î . /‘'î _1_ J. f a- 

?t’ te+^)+“te'^*)‘*' te"^^]' 


I ». . 


.. rfî , , rf» , , rf5 

f =H — + w -— +W 
ds dj 


1,'irsqiie le corps élastique est Iioinugétic» les quyiic coellicients 


( 7 ) n, b , ' c , d , e, f, u, v, w, u', v', w', u', v*. w* 

SC réduisent b dos /jtianlilés cooslnnles, et l’on peut en dire autant de la densité _o » 
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( 5 ) . 

qui, pour de Uèt-potils dcplaceiueuU dos molécule», no diffère pa^sonsiLleniciil de la^ 
dcn’sUé primilire. Alors le* râleurs de A . B , C , D , E . F\ fournies par K s êqua- 
lions (5) . (6) , dépendcul des »is quanlilôs 

rfç rf, ^ ^ 1 ^ ' 

^ ’ dj ' dt ' di dy ' dx di ’ dy dx ’ 

qui voricnl seules dans ces mêmes équalioiis avec les coordonnées x, y, z. Ou peul 
remarquer que ce» six qunulilés sont aussi les seules fonctions de x , y . z , qui èn- 
trent dans la valeur générale de la dilatation ou condensation liuéaire mesurée suivant 
une droite menée par le point {x,y,z^ de manière h former les angle» f , ■/ 
avec les demi-axes des coordonnées positives. Eu effet , si l’on nomme t celle dilata- 
tion linéaire prise avec le signe + ou celte condensation linéaire prise avec le signe 
— , on aura, comme on l’a prouvé dans le H.' volume des Exercice» [page G6], 



Dans le cas particulier où le corps élastique offre trois axes d’élasticité rectangulaires 
entre eux et parallèles aux axes de» x , y , z , les neuf coefficients 

(lo) U, v, vv; II', ï', w'j U*, v', w". 


s’évanouissent , et les formules (5), ( 6 ) , réduites aux suivantes 


, . . dl , .dn . d(, , r'^' jI'i , dï ^ i i _i_ . 

(il) .4 = -à- — l-f ": — C — c- — hd-; — rc-y-: 

' ' dx d/ di dx dy dz dx dy d: 


(,a) D = 




coïncident avec les équations (G5) , (G/|) des pages aô3, «34 du III.' volume dos Exci- 
cices. 


Los formules (3) et ( 6 ) on (ii) cl ( 12 ) étant une fois établies, il suffirait de les com- 
biner avec les formules ( 2 ) ou (23) cl ( 28 ) de» pages iGi et iCG du 111.' volniiiu, pour 
obtenir les équations générales do l’équilibre ou du niouvenirnt d’un corps élastique , 
dont les molécules s’écartent très pen des positions qu’elles occupaient dans l'état naturel. 
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( 4 ) 

Dooc , si l’on désigiM par v la force accélératrice appliqnéo au poini de ce 

corps élastique, et par X , Y , Z les projections algébriques de la force f sur les 
axes coordonnés , les équations propres à déterminer le mouTement de ce môme corps 
seront généralement 


I 


V 


(■s) ( 


, rf’f , ,U’a d’ï ,</■; , rf»? 

-^+’W -T t-f— l-v — hW — — 

dw* dy* dz* dx* dy* dz* dx* (fy* dz* 

« 

{ d'i , d'i d’i ,d’„ d^v'.d'n .d’t; d‘K d’i\ 

\ djrdt dtdx dxdy dydz dzdx dxdy- dydt didx dxdyj 

d’’i V 

+ ^ . “Hw ■--+f . Hhb — -}-d ^ , ~m ' " ’+u 

rfj;* «fs* f/x* dy* dz* dx* dy* tft* 

! ,d*X d*l .rf»Ç ,rf>ïï .rf-Ç 

\ dydz dzdx dxdy dydt dzdx dxdy dydz dzdx dxdyj 

rf»Ç , rf*Ç , rf»Ç rf*i, , d*rt ^d*7i , f/*c , , rf’î; , d*K 

4-V ^ -f-V — + T — -l-u hu hu he hd— hc-: — 

dx* dy* dt* dx* dy* dz* dx* dy* dz* 


4- 2 


/ rf*Ç d*l ,d*n ,rf*« ,d*î; ,d>i; 

w* — ^-f*e — I-hu — ^-hd Hw' f-v^T-T-4-u hv — t-hV-t— , 

\ dydz dzdx dxdy dydz dtdx dxdy dydz dzdx dxdyj 


Si le corps élastique offre trois sxes d’élasticité rectangulaires et parallèles aux axes des 
*./. î, les coeflicienU u, t, w, u', v', w' , u', v*. w' s’évanouiront , et les 
équations (i3), réduites aux suivantes 


dx* 

d*n 

dx* 

d*X 

dx* 


d*l 

dy* 

d*n 

dy\ 

-HL 

Hy' 


d'I 

1 a r , 

<f *n 

. d'X. 

4- %-Y — 

dt* 

-^21 

dxdy 

dzdx 


d*n 

1 „,î 

d'i: 

4-2f 

4- ùV — 

dz* 

2U 

dydt 

^ dxdy 

^ P * — 

d*K 

1 -A 

d*l 

4-îd 

+ oZ = 

dz* 

-f- 9« 

didx 

^ " dydt 



d'i 

dt' 

rf’» 

dl’ 

$ 

d'i 

dl' 
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. ' ( 5 ) 

comcideront arec loi fbrmuica (G 8 ) de la page ï 35 du III.* rolutne. EnGn , si des for- 
maioa (i 5 ) el (i 4 ) on reut tirer cellea qui expriment l’équilibre d'un corps élastique, il 
suffira d’annuler les trois expressions 


(i5) 


jLL 

dt' 


rf*a 

df 


d'X. 

dl' 


Concerons b présent que le corps élastique se réduise à une plaque élastique naturel^ 
lenient plane et d'une épaisseur constante. Désignons par a i l'épaisseur naturelle de 
la plaque , et prenons pour plan des x , y celui qui divisait primitivenient celte épais 
senr en deux parties égales. La surface moyenne, après avoir coïncidé dans l’état na- 
turel avec le plan des x , y , se courbeA, en vertu du changement de forme de la 
plaque, mais son ordonnée restera très-petite. Désignons par cette ordonnée , 

et faisons de plus 

(16) • a = î — /(x.j'), 

t étant l'ordonnée d’une molécule quelconque m prise au hasard dans l’épaisseur 
de la plaque. EnGn soient 

( 17 ) + F = F,-{- , /! = fl, -f- etc. , 

\ 

( 18 ) Ç = Ç, -|- Ç,s etc. , à = H, n,S etc. , Ç = î. -h ï,S -J- etc. , 

( 19 ) X = X, X ,1 tic. , F= y. Y,t tic. , Z z=Z^.^~ Z, -^-elc. , 

les développements do A,F, B, l,ri,t,,X, Y, Z suivant les puissances ascen- 
dantes de s , dans le Cas «ù l’on prend x , y tl $ pour variables indépendantes. 
En supposant que la plaque élastique se suonre et soit extérieurement soumise è une 
pression normale désignée par P , on établira, comme nous l'avons fait dans le III.* 
volume [pages 337 et 338], les trois équations 


(so) 


d.1. 


dF. 


dx 


-\-fX, 


dt‘ 


dF, 


dx 


dB, 


dj' 






d'n, 

dt' 


, , i'(d'^, , ii'F. , d'B,\ . (., , i’ U dX, , dY.\ 


d'ü, 

dt' 


Seulement pour obtenir les valeurs des fonctions A,, F, , B, , A,., F,, fl, expri- 
mées à l'aide des dérivées partielles de I. . n. , , il faudra combiner les équation» 

( 9 ) de la page 33 1 , c'est-è-diro les trois formules 
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C = — P 


( 6 ) 


(2«) 


E = o , D==o , 


(|tii $iib!Ûteront encore pour j = — » et pour s = i, non plus avec les ti(|iiations 
(38) de la page Ô5g , mais'' arec les équations (3) ot (0), On aura donc, pour s — — ■ 
et pour s = ( , • 



puis , CD substituant les Talcurs'dcs fonctions ' 


(» 4 ) 


fi 4. ü fi 4- fl fi 

rf» rfî * (ijr dz * dt * 


tirées des formules (a5)| dans celles des équations (5), (G) qui délcnuinont les pres- 
sions A, F, B, on trouvera 


(I, b, f, b. é. tt, B, tB désignant do nouveaux cocITicicnts dont les valeurs 
seront 


(aG) • ’ a = a • 

Ï'(üc — u'’) -f u*(ec — I W) 4.e>(e<l _ yt «) + sne; r»w* — eu») + >tT(u»w* — <!»*) 4 srg;u»s»— cw») 
ede — eu** — d»** — Cw** -f iu*e*n • 

(»7) b = b 

— u^) + u'*(oc — + d’(efl — n**) + au'd^t eu*) -f îd»'(n*w*’— clf*j+ïn'i'(u*f*— cw*"' 

ede — eu** — — cfT^ + ao*T*«* 
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( 7 ) • 


(ï8) r = r 

_ «‘(de — n**) + » '*(«€— r*»i+w‘*'ed — w'’; + ar'w“{\r”w* — tu'^+»w%(u*n” — m •) 

ede — cu^*— + 3a®»*'w* ' 

(*<j) îl=:w' 

. »^“fJc-n")H-°V{et-O-fJi^(«d-n<-)-fKn*+d.0(H'n^ -tn») + (d. + ,' + (,« +ou-; 

• «de— eu** — dv^ — cw''* -f »o" "* 

( 5 o) f = w 

u»;dc • tt»») 4 d.w»e(ed-w*‘) -f '. 'e +n‘’ii) tu“) +(n’t+mWn‘ - d»"l -t-fu-d. . rm*) 

ede — c»** — dr*’ — ciT*^ +au*f*'n‘' ' 


(5«) - f=f . 

0 

„'(dc-u»-)+un'(cc-t»»)+«di:ed-w‘’’)d-(ud+tu'XVw‘'-cu»)-f(tT'+rt)(n'>n»-dT*)+'W+iiT')(ii«'t» -cw") 
ede — cii^* ^ d» ** — CW** au'' T*w* ’ 

I ^ _ T(u*w*-dv* )+u(T‘'w*-eu*)-»e(ed-w**) 

ede-eu*' - Jt'’-cw'*+îu'»'w" ' • ' 

P T(ti‘'w'-dT*)+u'(ï'w*-eu*)+d(ed-w*») 

edc-cu"’— dï"’ -CW*' +iu'T'w* ' 

u(«'w'-d»') + T'(T'w*-cu*)+w*(ed-w*-) 
cdd-eu'*-di**-cw"' + au'T'w' ' 


Or, >i, aprèd avoir développé le« deux membres des formules (aS) suivant les puissances 
. ascendantes de s, on pose successivement dans ces formules j = — i, s = t, on 
en conclura , en négligeant les termes proportionnels au carré de s , 
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D’nulrc part, si l'on nommo U, F, JV des fondions de x,y, î propres à vérifier 
les formules 


(35) 


ef/ + w'f' 4- vVf' = — V 4^'— 

* dx dy 

yi‘(J 4- df' + U Vf' = — U 4^ — u' — — 

dx dy 

v'f/ 4- u'f' + c/f = — c 4^ — d 4^ -VI 
dx dy 



on siura , pour s = — t ot pour i =s i , en vèrlu des équalions (a5) el (35), 


(ÔO) 


dz ds 


■ dt dy dz 


puis on en cpncliira , en prenant pour variables indépcmlanlcs x, y , s au lieu de 
X , y , 3, • 


(S7) 


^i4-£i = p 

ds ^ dx 


ds ^ dx ’ ds ' ' 


Cela posé , soient 

(ÔK) . . 


V,. F.. tF. 


1rs valeurs de L , F, JF correspondantes & s = o. Ou tirera des foriuules (55) 
et (5;) , en développant les deux membres de cilucuiie d'elles suivant les puissances as- * 
rendantes de s , 
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( 9 ) 


ei\ -f WT. + v*//''. = — V — v' 


(59) { w" 


et 

(4o) 


^ — u( 

dy^ 

rf«U ’ 

^ A 

fï ^ 

dx ^ 

iül _v| 



dy ' 

l dy ^ 

^ dx , 

dt>, , 

IdU 

1 

dy - 

Irfr ■ 

” rfjB 


S. — f/.— , ».•— f'. K. — ff',. 


Par tuile les équations (54) donocronl 


f ^ tl 

dU, 

4- f 

+rf 



— Il • 

d'^. 

f rf’ï. 

(a le 

</‘C 


dx 

dy i 

dy ^ 

dx ^ 

U. 

dv* 

dy' 

— 21 

dxdy 

J « f . 

dVo 

+ b 


(/{/, 


)-'■ 

rf’C> 

b 

-ob 



dx 

<(r ^ 

rf/ 

^ dx 

dx* 

<*r 

— 21» 

dxdy 

[ l\ = t 

dV. 

4-b 

-l^+c 

fiÜi.. 

dy. 

Ué 

rf'Ç. 

-bilL. 

» of 

d'ü.. 

dx 


■(r ^ 

i "(r 

^ dx 

) 

dx* 



dxdy 


Si maintenaut on substitue, dans les formules (so) et (ai) , les Talcurs de //. , B,, 
F, , A, , Bt , F, , fournies par les équations (55) et (40 • trouvera 


( û füi + s Æ + Æ + r ^ + ( f + r ) il:::. 4 - ^ £^1 + f .ï. = P 4 ^ 

dx' dxdy dy* dx^ ' ' dxdy dj* dt* 


(4») 


^ rfx* ^ dxxfy^ dy* ^ dx*^^ ^ * dxdy ^ dy* ^ ^ ^ dt* * 


Cl 


dx^ 


■ 4f 


i //t. t f\ " I I 1 % , « V 


,' rf’b'. . , rf’l/. , , , , A , s 1 

I '' rfj’ ^ dx'dy ) dxdy' ‘ dy^ i 

( 4 S)i =^'l 


Digitizedby Google 



O - 4 


• ( >0 ) * 

V , , F, ,W. désignant des fonetions de a; et / délerminéi par les formoles (Sg). 

Les équations (4s) et (43) sont les seules qui subsistent, pendant le inousement d’uiie 
plaque élastique naturellement plana et d'une épaiueur 'constante , pour tous les points 
de la surface moyenne. Supposons d’ailleurs cette plaque terminée dans son état naturel 
pur des plans perpendiculaires au plan des ^ , y ou par une surface cylindrique dont 
les génératrices soient parallèles à l’axe des z. Si cette surface cylindrique est soumise 
il une pression normale ^ différente de P, et si l’oi^ désigne par 


„ K 

a , P et 7 — — 
a 

les angles que forme avec les demi-ajes des x , y ol z positives la normale è la sur- 
face cylindrique, prolongée en dehors de la plaque; les conditions (34), (35) et (Sa) des 
pages 336 et 338 du III.* volume, savoir, 

(44) (.,<„ + ‘i’)cos*+F,cosp = o, P.C0Sa+ (ü. + Ç)cosp=o , 

(45) /4.CO5« + P’.C0SP = 0 , P,C0S«+ P,C08p = 0 , 



devront être remplies pour tous les points de la surface moyenne situés sur des portions 
libres du contour de la plaque. Au contraire, les formules (4o) et (4>) des pages .736 
et 33y du même volume , savoir. 


(4?) 5o = o, é, = o,_. ;„ = o, 

(48) ïi = o, >i, = o 


devront être vérifiées pour les points do la surface moyenne située sur des portions fixes 
du contour de-la plaque. 11 est bon d’observer i.* qu’en vertu des équations (4o), les 
formules (46) et (48) pourront être réduites aux suivantes. 
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dx 


( •> ) 


(5o) 


=v:. 


dy 


= /', 


ï.* que de* formules (45) el (4o) combinée# cnlrc-clle* on conclure, en négligeant le* 
termes proportionnels ou carré de i , 


j dj. 

dF. 


J dF, 

dB, 

r dz. d>y,\ 



ftr dr / 

C09 ® T 1 ,■ ' + 
I dx 

rfjr ^ 

dy dl' ) 


Il ne reste plus qu'à substituer, dans los formules (44) • (45) et (4q) ou (5i), les vu- 
leur* de /f „ , , B, , A, , F, , B, , fournies par le* équations (33) et (4i). 

Si l’on voulait considérer une plaque élastique, non plus dans l’élat de mouvement , 
mais dans l'état d'équilibre, il suffirait de supprimer, dans les équations (4a)i (43) et , 
(4q) , tous les termes qui renferment de* dérivées relatives à (. 

Revenons au cas oü la plaque élastique se meut. Alors les deux inconnues , r„ , 
qui mesurent les déplacements parallilea aux axes des se cl ^ pour un point quel- 
conque de la surface moyenne, pourront être déterminées à l'aide des équations (4*) 
réunies aux conditions (44) ou aux deux premières des conditions (47)> en sorte que 
les valeur* générales de ces inconnues seront indépendantes do la va|our initiale de , 
et par conséquent de la forme de la surface moyenne à roriginc du mouvement. De plus , 
après avoir détcriiiiiié cl a. , ou déduira des formules (3g) les valeurs de V, , F , , 
et de l'équation (43), réunie aux conditions (45) el (5i), ou à la dernière des conditions 
(4y) et aux formules (5o) , ,1a valeur générale de C,. Si l’on suppose en particulier 
que , pendant la durée du mouvement , les déplacements , mesurés parallèle- 

ment au plan des x , y , restent très-petit* relativement à l'ordonnée de la sur- 
face moyenne, ce qui exige que le* valeurs initiales do Ç, , a, soient elles-mêmes très- 
petites relativement h la valeur initiale de ; alors, en négligeant tous les termes qui 
renferment S. ou a, , on tirera des formules (3g) 

(5a) £/o = o, f', = 0. 


Par suite les équations (4>) , (43) deviendront respectivement 




(53) 


c( 


rf’5. _ 

„ d*So 
_ 2 f . 

B.=- 




iùrtfy * 

dx* 

dy • dxdY * 

F.= 

r - 

dx* 

dy^ 

dxdy 

■! ■ 
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( ) 


( 54 ) 




rf<ç. 


cl les équations (5o), (5i) se réduiront aux suivantes 


(55) 

( 56 ) j 


d;. 

dx 


= O , 


dÇ. 

dy 


1 dA, 

<IF. 

/ V <‘Z.\ 

1 1 

dfl, / 

dZ,\ 

\ dx * 

- 7 — +f 


cos«+l— — + 
) 1 

— M 



Les diverses Ibrmulcs que nous venons d'établir se simplifient , lorsqu’on suppose la 
plaque élastique extraite d’un corps solide qui olTroit trois axes d’élasticité rcctaiiftulaiies 
et parallèles aux axes des x , y , t • Alors les oocflici en ts u, v, w , u', v', sv', 
u", v', w' s’évanouissent, et les formules (aC) , (sy), (a8) , (ag), (3o) , (5i), (ôa) 
se réduisent 5 

( 57 ) <t = a — — . b = b — — , C = f, î) = o, r = o, f=f .. 

ce s ^ 


(58) 


u = — , 

ü 


P—* 


w = 0 . 


Alors aus>i on lire des formules (3ij) 

y t * *» f/ JW’ C ' d rfjlîa P 

C dx t (lY c 


Par suite les valeurs de » At , Jï, , /*', , di5lerminc^es h l’aide des 

lions (5S), ( 4 *)» deviennent 


(60) 






l.d^ ^ rf-r 


)• 
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(«« — +(fc — de) ‘‘ ' 


( 6 .) 


! 4 

if. = - A j (fc _ de) ^ 4- (bc-d*) 


dj' 

<ty' 


F. =— 

\ daetfy 


el les furtnulos (4a) , (45) donncnl , pour un point qiielcoDt|uc de la plaque élastique , 
(G,) 


j ac-e* d'U , f rf*ïo , afc-dc </•,„ . „ d^L 

T ‘ ~x;~H ::: yrr- = 


dx* 


djr^ 


, d*n^ 


dx* 


bc-il’ </»»„ 
c dj* 


C dxdy 

«r 

afo-de d*l^ 


dxdji' 




dl* 


(63) 


j ^l(‘"=“'=*’lïr + =‘(3fc-de)-5^ + (bc-d*)^j . 


Quant aux condillona qui devront être vérifiées, dans l'hypothèse admise, pour les poiuls 
situes sur le contour de la surface moyenne, on les obtiendra innnédiatcmenl, si les bords 
de la plaque sont libres, en substituant les valeurs do , B., F. , A,, B, , F. 
dans les formules (44), (43), (56), cl elles coïncideront , si les bords de In plaque 
dcvicimenl fixes , avec les formules (4;) et (S;). 

On peut encore remarquer la forme que prennent les équations (4ï) et (54) dans le 
cas où l’on suppose la force accélératrice ? et les pressions F, ÿ réduites zéro. 
Alors COS équations deviennent respectivement 


(« 4 ) 



rf’5. 

f- f 

1 . . 

dx’ ’ 

dxdy 

^ dy' 

dx' + 

t 1 N 

d'n. 



dxdy 

^ dy' 

dx' + 


^ d’s» 

' dxdj 
djcdy 


dy' 

dy‘ 


rf’f. 


d'r,„ 




d‘U 


df 
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( «4 ) 

On Toit par ce qui précède comment le» rarialions de l’élai^ticilé influent sur la forme 
des équation» qui déterminent les mouvements d’une plaque élastique. Les formules qu’on 
avait obtenues en supposant que l’élasticité restait la même dans tous lus sens ne ren- 
fermaient qu’un seul coeflicient dépendant de la nature de la plaque. .Mais cette suppo- 
sition ne s’accorde pas avec les phénomènes observés par les physiciens; et, pour ob- 
tenir des résultats comparables è l’expérience , il faudra généralement recourir aux for- 
mules (4x) t (44) > (64) • etc., après avoir déterminé les six coefficients qii’t-lles ren- 
ferment, et qui tiennent la place des quinze coefficients compris dans les équations 
générales du mouvement d’un corps élastique. 
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SLR L’LQLILIBRE ET LE MOUVEMENT 

D’üNE VERGE RECTANCiULAÏRE 

EXTRArTE D’UN CORPS SOUDE 

DOÎ!T L'ÉLASTICITÉ A'EST PAS LA MÊME ES TOCS SF.\S. 


Quanil une plnqiic ëlasliqiie naturelleioent plane , et srmLlalile à celle que nuii:> avuns 
coniifJtWi'e dans l’article préct^denl, se IroiiVe lalërnicment teriiiioéo par doux surraces 
cjriindriques très- rapprochées l’uiic de raiilre , elle devient ce que nous iioniiiions une 
verge rcclangulaire. L’axe de celle verge, qui en général est une courbe plane, se ré- 
duira simplement à une droite, si les deux surfaces cylindriques se transforment eu deux 
plans parallèles. Supposons d’ailleurs que l'on choisisse pour plan des x , y celui qui 
divise l’épaisseur de la plaque , prise dans l’ulat naturel , en deux parties égales , et pour 
nxc dos X l’oxe de la verge. Enfin soient 31 l’épaisseur primitive do la plaque, et 
a/> la distance comprise entre les plans parallèles qin la terminent luléralemeut, c’est- 
.’l-dire, l’épaisseur de la verge mesurée dans le plan. des x , y. Les épaisseurs t/i , 
3Î seront précisément les deux côtés du rcctanfflo qu’on obtiendra en coupant la verge 
par un plan porpendiculairc il son axe. D’autre part, si l'on adopte les notations et les 
principes exposés dans l’article précédent, les déplacements , a, relatifs à un point 
situé siir,la surface moyenne de la plaqua élastique, et mesurés parallèlement aux axes 
des X rl jf , devrunf , pendant le mouvement de la plaque , acquérir des valeurs 
telles que les formules (xo) do la page 5 , savoir. 


(') 


dJ. , dF, , „ d'ï. 

4-— Hf-îs =f- 


dF, dB, „ d'n, 

1 — r- — hpl^. = P- 


dx 


dx ’ dy ■ • ' dt' 

et les formules (^4) do la page 10 , savoir, 

(3) (/#. + Î)tos«-J-F,cosp==o , F.cosï-I- (B, + î’)co*P = ° 


dt' 




soient vérifiées , les deux premières pour tous les points de la surface moyenne , et les 
deux dernières pour tous les points situés sur le contour do cotte surface. A,, F,, 
B, étant des fonctions de x , y délcrminées par les équations (33) de la page y , 
c’est -è-dire , par les suivantes 

IV.* AIIXÉE. 3 ■ 
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( >6 ) 


( 5 ) 


= a Ü:. + f ^ + r _ />u , 

dx dy \ dy ' dx j 

+ —] — PV , 
dx ^ dy dy ^ dx ; 

F,x=t^+b-!!^ + c(-^ + ^]-Pw. 

dx dy \ dy dx j 


Il esl cssenliol do rappeler que , dan» le> éqiinlinns ( i ),(•<) , (5) , o d^sijsne la densllt^- 
de la plaque, regardi^e comme consliintc; P, ‘I* le» pre»»ion» siipporlées i.* par les 
plana qui terminent la plaque du côté de» z positive» et du côté des ; né};3tirc», 
a.* par le» plan» ou surfaces cylindriques qui la terminent latéralement: .1',, I'. le» 

projections algébriques sur le» axes de» æ‘ct y de la force, accélératrice appliquée b 
un point quelconque do la surface moyenne; et a , ^ le» angle» formé» avec les demi- 
axe» de» X et jy positive» par la normale élevée dans le plan des x , y sur le con- 
tour de cette surface. 

Concevons niainlenant que, la plaque élastique étant réduite h une serge reclangu- 
bire, on désigne, comme dans l’article, précédent, par a, ; les déplacement» 
parallèle» aux axe» d’une molécule quelconque m qui cori'cspoiid, d.tns l’élatdc mou- 
vement, aux coordonnée» X, y, z; par -F, /C les projections algébriques de 

la force accélératrice appliquée h cette, mcilécule; et par , F, F; F, B, ü i A', 
l) , V le» projections algébriques des pressions ou tension» exercée» au point (x,y,z) 
rentre, trois plans parallèle» aux plans coordonnés. Soient de plu» r , r' le» distance» 
comprise» dans l’état de mouvement i.° entre 1 axe do la verge et la droite menée par la 
molécule m parallèlement ’i l'iixe de» z , -i." entre la molécule ni et le point do 

la même droite qui se trouvait primitivement reufermé dan» le plan de» x , y. Enlin 
supposons que l’on développe les quaulités 5,5,!;, X, Y, Z, A, B, C, D, F, 
F , considérées comme fonctions de x , r et r', suivant les puissance» asceodanle» 
de r , r' ; et joignons en couséqucncc è la furaïulc 


( 4 ) ç =- f... 4- {.,.r + î... <•' + Ÿ + S.,.»-'’) + etc... , 

toute» celles qu’on en déduit quand on y remplace la lettre î par l’une de» lettres * 
n , t, , X , Y, Z, A, BfC, D, E, F. Le» fonctions de x etde r, désignées 
dans le» formules (i), (î) . (3) par ç. , a,, X,. Y,, A,, F,, B„ se confondront 
avec les valeurs do % , <i , X , Y . A , F . B correspondante» A r'=o. Donc 
elles seront donnée» par de» équations do la forme 
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( »7 ) 


(•>) Ç* — “ Ç»»* ClC»»« f 

2 


i« + Hl.»»' -|- Bj.o ^-ClC.... 


ilciiiarquuiis d'aillvur» que les deux quanlité.s désignées par dans 1rs éqtia- 

lioiis (4) et (5) sont précisément les valeurs do $ et de a correspondantes & un point 
situé sur l’axe de la verge. 

En résumé , l’on voit que , pendant le mouvriuent d’une verge droite et rectangulaire , 
les déplacements • a. d’une molécule primitivement renrermée. dans le plan des 
■c, J, et les déplacements , a... d’un point primitivement situé sur l’axe, se 
déduiront dos formules (■)., (zj , (3) , (5), dont la première et les deux dernières devmul 
être vériliées pour tous les points de la section faite dans la verge par le plan des x , 
Y , tandis que la seconde devra être vérifiée pour tous les points situés sur In contour 
do cette même section. Ur les formules (i), (z) , (.3) sont entièrement scmblaliles aux 
formules (z), (4), (zz) des pages z46 , z47, zSo du III.* volume; et, pour tirer les unes 
des autres , il suffit de remplacer A , I 

(/‘ï JM. 

rf/’ 

?.. 


y.. ?. 


/'parï, = _ par 


?. « 

par 


F.. B. 

, X., 


d'A 

pur 


eufin 

é; “ 

dn 

dt^ * 


. »... 

a ^iso 

* 

Caota 


?.. ?.. ?.. ... a a. . ... par ?... , ?,,. , 

pesé, on pourra immédiatement trausformer les équations qui expriment le mouvement 
d'une lame élastique droite et d’épaisseur constante, c’est-à-dire, les équations (46) de 
la page zà.î du 111.* volume, de manière à obtenir les équations du mouvement do la 
verge droite et rectangulaire qui, étant coupée par le plan des as , jr , offrirait la 
même section que la lame élastique. En effet, pour opérer la transformation dont il 
s'agit, il suffira, dans les équations (46) de la page z55 du III.* volume, de substituer 
aux i|uantités 


?. , Ç. , X., X.. 


y., y., A.. A, 


les quantités 


?•.•, ?i*. . X^t^ , Xif^ , a.,. , a,,. , y , y , /f.,* , W,,. ; 
et alors, en réduisant le polynôme 


3 d*a*,. 

A* 


Jl* 


■U seul terme 
trouvera 


3 rf’n.,. 
A* 


d*B>.. 

df 


d*?.,. 


dt' 


dt' 


I à-vis duquel les deux autres peuvent être négligés , on 
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(6) 


dx 


{ '8 ) 


dl' 


4- p-V... = f • 


(7) 


<1'A„ 


(ix* 


+ <■ I ^- + T j = f 


dl' 


Il ne reste plus qu’à exprimer les quantités A,„ , A,„, pruduiles par le dévelop- 
pemeut de A, suivant les puissances ascendantes du r, à l'aide des dérivées par- 
tielles de 5 ,„ , U,,,. Pour y parvenir, ou observera d’abord que la section priuiitive- 
meut faite dans la verge par le plan dus x , y était comprise entre deux droites pa- 
rallèles à l’axe des x et représentées par les équations 

18 ) y = — l‘. y = k. 

Or les deux courbes , dans lesquelles ces deux droites se Iransforuient eu vertu des dé- 
placements infiniment petits des molécules , diOèrent infiniiueut peu de ces mêmes droites. 
Donc, si l'on désigne par a , p les angles que forme la trace du plan normal à l'une 
de ces courbes sur le plan des x , y avec les demi-axes dus x et y positives, ou 
aura sensiblement, c’est-à-dire, en négligeant les quantités infiniment petites, 

(g) Cosz = o, cosp = qpi; 

et les équations (s) donneront à très-peu près , pour les points situés sur les courbes dont 
il s’agit, 

(10) F. = o, d/. = — <i>. 

De plus , comme une droite primitivement parallèle à l’axe des y et propre à me- 
surer la demi-épaisseur k de la verge dans l'état naturel , changera très-peu du lon- 
gueur et do direction en raison des déplacements infiniment petits des molé-culcs, il est 
clair que, pendant la durée du mouvement, — h , -\-k seront à très-peu près les va- 
leurs de r correspondantes aux deux courbes déjà mi iilionnécs. Donc, en vertu des 
formules (10) réunies aux équations (ï) , ou aura, sans erreur sensible , pour r = — /> 
et pour r , ■ 


(‘0 


f 


f 



=? f'I» — . 
= PW ; 
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( >9 ) 


puit en tubitiluonl , dans la première des équations (3) , 1rs valeurs des fonctions 

(■») 

tirées dos foruiiiles (i i) . savoir. 


<ly ’ dy dx ’ 


(.5) 


dj. «/a. _ (bn>-î>o)P+D<j.' ■ î>f-br du 

dy dx bc-îl’ bf-b' 'f-® 


rfa. _ {ri)-btO)i'-r‘j’ fb-^ \d^ 

•‘T ~ bc-b" br-b’ 


cl faisant pour abréger 

(■ 4 ) 

(. 5 ) 

(i6) 

00 trouvera 
{■7) 


bf-br . rb-rf , 

... v. =^ 


br-b’ ■ ’ br-b 
obc-ob'-bf’-rf’+abrf 

li’ — (u + k»4- lo)P = H . 




Concevons b présent qu'en avant égard à ta première des équations (5) , et à l’équation 
analogue 


(i8) 


= A„. 4- A„.r 4- A... 1- etc... , 

a 


on développe les deux membres de la formule (17) suivant les puissances ascendantes 
de r . Si l’on j pose ensuite successivement r = — h , r = h , on en conclura , 
en négligeant les termes proportionnels au carré de h , 


(>9) 




dS... 

dx 


(ao) 


A,„ = fU' 


dx 


D’autre part, en prenant x et 
et faisant 


p6ur variables indépendantes au lieu du x , y , 


br-b’ 


( »<’ ) 


(îi) 


Ml , 


(cij-bni)i'-r'A‘ 


br-b’ 


on tirera d.s cqualion» (i5) réunies aux formules (i4) 

, , ‘'î- 1 jlîi it J- n' 

(a*) - 7 T' + "“r: ’ 


dr * dx 


dx 


dr dx 


puis, en développant les deux membres suivant les puissances ascendantes de r, po- 
r — ±h, et négligeant les termes de l’ordre de U, on trouvera 


(a5) 


Hx dx dx 


Par suite l'équation (ïo) donnera 

rf’îo>» d‘%„,„ 

dx' dx' 



Si maintenant on substitue dans les formules (G) et ( 7 ) les valeurs de 
fournies par les équations (iq) et (a 4 ) , on obtiendra les suivantes : 


(s5) 



rf*U. 
rfM ' 

(a6) 

h • f d^nofn 
“ 3 i dx‘ 

^ ^ . d*yia^0 

” rfx4 j df 





dX.„\ 


Les équations (*5) et (s6) sont les seules qui . pendant le mouvement d’une verge 
élastique naturellement droite, subsistent . pour tous les points do l’axe, entre les va- 
riables indépendantes a; , t , et les déplacemenls 5.,. , a,„ mesurés parallèlement 
au plan des x,j. Ajoutons que , les fonctions étant supposées connues, 

on déterminera sans peine les voleurs approchées des pressions A,, F. , B, et des 
déplacements Ç. , a. relatifs à un point pris au hasard'dans le plan des x,y. En 
effet les équations 

Ç< = Ço.« + îu»'" , », = Si»'' , 

A^ — Aft^ A i,,r* , 

réunies aux formules (1 g), (»3) et (s4), fourniront les valeur» de ?.. . A,, aux quan 


( ïl ) 

liliis piL-!» <lo rui'iliT du /(’. Qiuiiil aux vuluurs a|i|iruch<H'S de l'\. B,-, elles >iTont 
déleraiinéei) par du» ùqiialions aeiiililaliles aux foruiules (^7) do la page 'iâà du III.' ru- 
luinu, et <|ue l’uii déduira iumédialemeiil du cca lormules en écrirant 



• Ç|»0 » *•!»« S 

A'.,. . 

^ 1 se • 

ul ‘X 

F. 

• Çi 1 »1| a 

-V., 

y.. . 

/f. , et F, 


au lieu du 

On trouvera ainsi . en uégligeant les Icnnes proportionnels au cube de A , 

Il est maintenant facile d'établir les conditions particulières auxquelles doivent satis- 
faire les deux fonction.s , <1... pour les points situés aux extrémités de l'axe de la 
verge. liirectiveniunt , si l'on suppose la verge terminée du cdté des x positives et du 
côté des X négatives par de.< pians perpendiculaires <1 l'axe', et qui supportent un cba- 
ciin de leurs points une nouvelle pression désignée par P , on aura , pour ces mêmes 
points, 

( 3 o) A-=x — p, F = 0: . 

puis , en posant dans les formules (.îo) r' = 0 , on trouvera 
(30 yi. = — P. F. = o. 

Kiilio, après avoir substitué dans ces dernières les valeurs de A.. F, tirées des équa - 
tions (s8) et (sq), on en conclura 


( 5 s) 

( 33 ) 


A,„ = o, 


“ — P , 

dà 




ou, ce qui revient an même, eu égard aux formufes (19) , (t5), (i4), (i5) et (16), 

(» 4 ) 


dm 


:o P 


( 35 ) 


dm' ^ dm* 


JJ, — - , 

dx^ — 




dA.,, 

dx 
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l.cs conditions (ô^) et (35) derront être rcm|>lies pour chacune des deux cxtrduiilés de 
ia verge élastique, si ces deux extrémités sont libres. Au contraire, si ces extrémités 
deviennent fixes, ou plutôt, si, les extrémités de l'axe étant fixes, les points renfermés 
dans les plans qui teriiiiucnt In verge du côté des x positives ou né;;alives, sont assu- 
jettis de manière îi n’en point sortir, ou aura, pour les abscisses correspondantes aux 
plans dont il s’agit, nnn sculcment 


(36) 

mais encore 




? = -4-î,,.r + î.,.r' = o , 


quelles que soient les valeurs de r, r'. et par conséquent 


O ; 


(38) 5.,,=: O, 

ou, ce qui revient au même , 




tir àx 


+ >■'• 


Si la verge clualique offrait une extrémité libre et une extrémité fixe , les conditions 
(54) , (55) devraient être vérifiées pour la première extrxunité , et les conditions (36), 
(07) , (5(j) pour la seconde. 


Les équations cl conditions ci-dessus établies suffisent 5 la détermination complète des 
inconnues Ç.,. , qui représentent, pour un point quelconque situé sur l’axe de la 

verge, les déplacements mesurés parallèlement nu plan des x, y. St l’on voulait 
déterminer en outre le déplacement de ce point dans le sens de la coordonnée 

î , on y parviendrait sans peine en écliangcani entre elles, dans les calculs qui pré- 
cèdent, les quantités qui correspondent è Taxe des y et .*1 l’axe tics z. Alors on 
retrouverait toujours les équations (6) , (19) et (s5) , ainsi que les conditions (.34), (36). 
Mais les équations {■}), (so), (ï3), (s4), (*6 ) seraient remplacées par d’autres équations 
de la forme 


(4o) 


d'A,, 

dx^ 




d't,, 

df 


(4«) 




d%.„ 

dx 


(4») 


«...4 


dC... 

dx 



ïï, r 


J, ^ ~ 


Digitized by Google 


( 45 ) 


^ «tt — “ 


= fû’(l 


( *5 ) 

, d'U,. 


dx* } 


dx* 


«^5 “ - * -^1 + - 77 ^=^^- + t (^- + * -^J ' 

«. f. H, , n, défignant quatre nouveaux coelficienli dont lei valeurs seraient donn&'S 
par des formules semblables ailx équations (i4) ou (ti) , et t l'épaisseur de la verge 
mesurée parallèlement à l’axe des z. Pareillement k la place des conditions (35) . 
( 37 ) , ( 39 ) on trouverait celles-ci 


(45) 

( 46 ) 


rf'Ç.,, 


dx‘ 


■■A 


d‘U, 

djB* 




O ( 


dx^ 

I 

d^fo 


dx 


dx 


d \^%0 . 

:ft — + n.. 


fi 


riX.,, 

dx 


£n résumé, pour obtenir la valeur'de l’incoanae il suflira d'intégrer l'équa- 

tion (*5) de manière à remplir, pour chaque extrémité libre de la verge, la condition (34). 
et pour cliaquo extrémité Gxe la condition (36). De même on obtiendra la valeur do 
l’inconnue n,„ , h l’aide de l'équation (a6) réunie aux conditions (35) . ou bien aux 
conditions ( 37 ) et ( 39 ), et la valeur de l'inconnue Z,,,, -è l’aide de l'équation (44) 
réunie aux conditions (45) , ou aux conditions (46). Ajoutons que, les inconnues , 
V... , t... étant une fois déterminées , on pourra fixer la valeur approchée de i ’ h 
l’aide des formules (i3) et (4a) réunies k la suivante 


(4r) 




f<r f 


H ■*. 


ou, ce qui revient au même, k l’aide de la formule 
(48) 


rfç. 


dx 


dx 




BITectivemcnt , si l’on regarde les épaisseurs tA et ai comme des quantités inlioiiiient 
petites du premier ordre , la valeur générale de ( , ou le déplacement d’un point quel- 
conque de la verge élastique , mesuré parallèlement k l’axe des sera déterminé par 

l’équation (48) avec une approximation qui ne comportera qu’une erreur du second ordre 
seulement. « 

’■ > 

Si Ton voulait considérer une verge élastique, non plus dans Pétat de mouvement, 
IV*. anaia. • ^ 
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( *4 ) 

mais dan> l’éial d’équilibre, H aulfirait do aupprimer, dana les équalions (s5) , (a6), 
(44) , les dérirées relaliyea b I, aawir, 


dt‘ ’ àt' ' tU' 


cl dana la aecondo dca formules (35) ou (45) , le terme 


rfy.,. 

dx ' 


pu 


rf*„. 

da ’ 


qui , en »orlu de l’équalioB (a6) ou (44) . difRire Irèa-peu de l’expreaaion 




“'^221 . .» ou -~T-- 
dxdf àxdf 

Rerenona au cas où la terge élastique ae meut. Si Fon suppose celle terge extraite 
d’un corpa solide qui offrait trois axes d’élasticité. recUngulairea et parallèles aux axes 
des a: , J' , * , le* "'“f ooefScienls désignés dans l’article précédent par 



s’é«nouiront , et les constantes 0 .b,r,îl.ï,f,U, 0 .tD seront déterminées 
par les formules (5;) , (58) du mémo article. En conséquence les formules (i4) . ('5) . 
(i6) et (si) donneronl 

g de - cf 

(4g) . k = O . I = ' 

aHc-»d* - be* -cf* + *def 

(•W . /“• = ’ 


(.51) . 

(5a) 


‘ , A I • • 


bc-d* 


bc-d* 


n'e=o , 


11*=^ 


Uc-d’ 


P — 


bc-d* 


On IrouTcra de même, en substituant jux quaiililés k,l,n',tl' les quantités fi, 

C n, , n. . cl en échangeant entre elles i.* les deux lettres b et c , a.’ les deux 

lollres e cl f. ô.* les pressions P et 5* . . ' 
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( »5 ) 


( 65 ) 

(54) 


H=*o, 


n, =0,^ 


C= 


df-bc 


n. 


bc-d* 

d 


bc-d* 


(P- 


bc-d' 


-P. 


C«la po»6, dan* l’hypolhè»e adtni*e, le* équalion* (*6), (44), q“' fournii*enl le» tuIcik* 
de a.,., relative* & en peint queleonque do Taxe do la verge ■, deviendront rc*- 
pectivemeot 

,-cv ■ d»;... J. '* fz 1 . • ’ 


3 

J 


‘ UndU que l'on oura » pour une cxlrémii^ Ubr^» 


(57) 


n* ■ - — = JL,„ 
• . 



••H-- • --Ï 

(58) 

‘*’'**»* ^ 


dx* 

« 

• ,<ès* 2"' 


“ 

y^Xi- '~K. 

et pour 

une extrémité fixe 



rfy»/ 

dx 

dZmjo 

dx 




‘il**, iVi , - 

(S^) * »»• = O , 


V 

■ ."♦fljjfp-. nMailrW Illi p p i 4»''^6» 


(6o) 




« 

f 

rfW* 


rfj; 


Au reste, il n’est pas nécessaire do recourir b l’hypothèse dont il s'agit ponr oblonir 
les équalion* (55) , (56) avec les condition» (Sy). (58). (5q) . (6o). et l’on retrouvera, 
encore ce» diverses formule» , si l’on suppose les valeurs de . -ï... constamment 
nulle» , pendant le mouvement do la verge élastique , ainsi que le» deux pressions exté- 
rieures /*, (P. ' ' . ' 

Concevons b présent que la force accélératrice f devienne constante et consUrn- 

menl parallèle à ellc-méme* Admettons en outre que les trois pression» extérieore» P'r 

‘-P, P s’évanouiiamit. Alors on aura * 

■: »* I > •ustisa - ; ' a* . t*,' 
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A 


= P. 


( *6 ) 

-Y,»o'==o» 1^*1# — o; ^010 — ^ r 

« ' 

Par suite les équations (*5) , (55) , (5I>) donneront 

(«') 

(«•) •' 

(65) g. il ■ 4- 


S éci 


rff* 


Dans le même cas , les conditions (36) , (5q) , ( 6 o) devront être remplies pour une 
extrémité fixe de la verge élastique. Mais les conditions (34) . (5;) , (58) . relatives à 
une extrémité libre, devront être remplacées par les formules 


(64) 


(65) 

( 66 ) 



rff... 



dx 


H 



dx’ 

0 » 

fts* 

rf’U. 



rf*’ 

■ — 0 f 

dx* 


:0 , 


Enfin . si l’on suppose que U force nccéléretrice ? l’évanouisoc . les équations ( 6 i) , 


( 6 *). (63) 

deviendront respectivement 


• 

Ci* 

d'U,> _ 


(67) 

ds* 

de. ’ 


h* 

^^*i*»* 1 

d * Mo)A 

(68) - 

“*T 

dx* 

dl' 

( 69 ) 

i* 

tlx^ 

d*X,„.' _ 
dt* 


La constante u , comprise d^s la plupart des formules que nous avons obtenues , 
représente évideinuionl la vitesse du son dans une verge élastique droite, dune lon- 
gueur indéfinie. C’est du moins ce que l’on prouvera sans peine . 5 l’aide de l’équation 
( 67 ) , en raiioonanl comme noos l’avons fait é la page s 6 g du III.* volume. D’autre 
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( »7 ) 

f»art , »i l’oa Bomme < la dilataiion lÎDéaire de la verge élastique mesurée en un point 
quelconque x , y , t suivant une droite parallèle à l’axe dès as , il suffira , pour 
déterminer > , de réduire , dans la formule (g) de l’article précédent , l’angle <■ à' 

zéro , et chacun des angles P , y è — ; en sorte qno l’on trouvera 


(7“) 

Donc l’équation 

(7O 


' <tx • 

^=pa._ + n, 


qui subsistera, en veKu de la formule (ig) . pour chacune des extrémité de l’axe de la 
verge élastique , pourra s’écrire comme il suit 


(7») 




Ajoutons que les quantités a et n , dont la première est déterminée par la formule 
(i5), pourront être facilement exprimées en fonction des pressions P, et des 
quinte coefficienU a , b . c , d , e , f , u , v , w , u' , v' , w', u*, v*, w*. ren- 
fermés dans les équations (5), ( 6 ) de l'article précédent. En eflèt, l’équation ( 17 ) étant 
le résultat de l’élimination des expressions (la) entre les formules (5) et (ib), et les 
formules (5) se confondant avec* les formules (aS) on (^9) de l’article précédent , c’est- 
è-dire, avec celles que produit l’éliminatioB des quantités 

àm ds ’ dj dt ’ dt • 

entre les équations (5) . ( 6 ) et (aa) du même article, il est clair que l'équation ( 71 ) 
pourra être immédiatement fournie par l'élimiaatioa des cinq quantités 


(7») 


rf» 




dn 


dï 




_ + + 

di * dt dj * ds dt cfy ds 


entre les formules (5) , (€) de la page a et les suivantes 

( 74 ) B = ~‘S, C = — P, fl = o, B = o. F = o. ' 

Dans le cas particulier eb les pressions P, $ s’évanoui|sent , la formule ( 71 ). ré 
diiite à 
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( •« ) 


( 75 ) ' » 

l'it celle que l'on trouro quami' on élimine les expressions (73) enlre les formules 

(7C) B = o, C = o, D = o, E—o, F = 0 

et les équations ( 5 ) , (6) de l'article précédent. Alors aussi on lire de la formule (73) 


( 77 ) 



Donc , pour obtenir le carré de la ritesse du son dans une rei^ élastique qui a pour 
axe l'axe des x , il suffît de chercher ce que deriennent la quantité A , c'est-è- 
dire, la projection algébrique sur l'axe des x de la pression ou tension p' sup- 
portée par un plan perpendiculaire è cet axe , et la condensation ou dilatation r^r ■ 
mesurée parallèleuent au mémo axe, tandis que les deux autres composantes de In 
pression p' , et les pressions p’, p"" supportées par des plans perpendiculaires aux 
axes des y ei z s'évanouissent; puis de diviser la quantité A — Zfp' parla con- 
densation ou dilatation qpt et par la densité p. Cette proposition subsistant d’ail- 
leurs , quel que soit l’axe de æ , peut être remplacée par lu théorème suivant. 

TaéoBÛiB. Une verge iloêtiq'iu «tant extrait* d’un, cerpt tolide kamogéne ^ui n’offre 
pat la même ilasticiU dant tou* les seits , pour obtenir k earri de la vite*»* du ton dan» 
eette verge indéfiniment prolongée, il tu/fit de chtroker ce que deviennent, en qit point 
quelconque du corp* tolide , ta dilatation ou eondentaiion linéaire ± • . meturée pa- 
ralillement à Coate de la verge, et la pretiien ou (eiseton p' lupportie par un plan 
perpendiculaire à cet axe , tondit que let prettion» ou tenfion* principale* te réduittnt 
l’une h p' , let deux autre» à zéro , pat* de divi*er ta dilatation ou eondentatian 
± I par le facteur p' *t par fa dentité p . 

Le rapport qui existe pour une verge élastique et rectangulaire, dont les faces latérales 
sont soumises à des pressions extérieures nolles , et dont l'épaisseur on les épaisseurs sont 
très-petites, entre la pression ou tension supportée par un plan perpendiculaire h l'axe 
et lu condensation ou dilatation mesurée suivant cet axe. est ce qnc nous nemmerons 
désormais l'élasticité de la verge. Cela posé , il résulte du théorème précédent que , dans 
une verge élastique, extraite d'un corps homogène, et indéGniment prolongée, la vitesse 
de propagation do son est proportiennelle il la racine carrée de l'élasticité. 

Nous tcmiiaerons cet article en indiquant quelques applications des formules qu'il 

renforme. 
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Obtervons d’abord que . li la force accélératrice f et let prcisions exlérieurcf P . 
9, |} »’éiranoui5»ent. lea Taleiita des inconnue» , aoToi > délcrminées à l’aide 
de» équations (67) , (68) . (69) et des conditions (56) . (5g) , (60) ou (64) , (65) , (66) . 
dépendront uniquement de la Tite»$e O, de» troia-dimenaions de la verge élastique, et 
de aon état initial! Donc ce» valeurs no diflTtreront pa» de celles qu’on obtiendrait «n 
ron»idér«nt une verge élaaliqec extraite d’un corp» lelide dont l'éinaticité resterait la 
mémo dan» tou» les sens; et elles seront semblables [voyei la page 365 du 111.' volume] 
aux valeur» de i, , a. relatives à une lame élastique droite. On doit en conclure que 
les relation» trouvée» dan» le III.* volume (page» *70 et suivantes] entre la vite.sso n , 
la longueur ou l’épaisseur d’une lame élastique , et les son» produit» par 1e» vibrations 
longitudinales ou transversale» de cette lame, continueront de subsister pour une verge 
élastique homogène, lors même que l’élasticité de cette verge deviendra variable avec 
la direction de »on axe. Ainsi . par exemple , si l’on nomme a la longueur do la verge 
élastique , et iV le peüit nombre de vibration» longitudinale» que celte verge , 
supposée libre , puisse exécuter pendant l'unité de temps, on aura 


(78) 



t 


De plus le nombre de» vibrations transversale» exécutées par la même verge parallèlement 


b l’axe des y , ou parallèlement & l’axe des 


sera l’une des valeurs de — four- 
I 


mes par l’équation (>»4] [pog^ <70 du III.' volume] ou par celle qu’on en déduit, 
quand on substitue l’épaisseur t à l’épaisseur h. Donc, si les deux épaisseurs h 
et i deviennent égoles , les vibrations transversales exécutées parallèlement aux axes 
des y et t produiront lou)aars le» mômes sons. Il était important de voir si cette 
conclusion , qui peut paraître singulière qu.vnd on suppose la Ksr^ eSNraH» d’un corps 
solide dont l’élasticité n’est pas la même dans tous les sens, serait confirmée par l’obser- 
vation. Ayant consulté, b ce sujet, M. Savart, j’ai eu la satisCiction d’apprendre que des 
expériences qu'il avait entreprises, sans connaître mes formules, l’avaient précisément 


couduil au uiéuiu résultat. 


En considérant , dans cet article et dans le précédent , des plaques on des verge* 
élastiques extraites de corps solides qui n’ofinient pu la même élaslvtité en tous «eus , 
j’ai supposé que ces plaquu ou verges étaient naturellement planes ou naturellement 
droites et douées d’une épaisseur constante. Mais on pouirail, par-des calculs du méasc 
genre, établir les équations d'équilibre ou de mouvement do plaque» ou de verges natu- 
rcibwifot courbe» bu d’une épaisseur variable, et l’on obtiendrait alors des formules 
analegues b celles qtte j'ai donnén dans les derniers articles dn 111.' volume. 


a 
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, SUR LES PRESSIONS OU TENSIONS 

, SUPPORTÉES • , 

« 

EN UN POINT DONNÉ D’UN CORPS SOLIDE 

PAR TROIS PLANS PERPENDICULAIRES ENTRE EUX. 


Ta BOa r~ ' 

Rapporlooi la poiition d’un coq» solide k troia axes rcclangulairet des x, y, • ■ 
Soit O le point (pli eorrespond aux' coordopnées (x,y,z). Supposons que par le 

point O on mène i.' trois pians parallèles aux plans coordonnés , a.* trois autres plans 
perpendiculaires entre eux. Soient d’ailleurs 


* > pi > ?• >) les angles formés arec les demi-axes des coodonnées positires par trois autres 

«a > pa > 7> > / demi - axes OL , OM , ON , perpendiculaires aux trois derniers plans , 
«Sa Pi I 71 1/ et parlants du point O ; 

’) les pressions ou tensions supportées au point O par les faces des mêmes plans qui 
’ I regardent les trois demi-axes OL , OM , ON ; 

Fia) « , 


>■>(».» 

a P» a ’'* a 
^la Pla »la 


les angles formés arec les dcnu-axes des coordonnées positires par les 
pressions ou tensions 




les pressions ou tensions supportées au point 
aux axes coordonnés ; 


O 


par les plans perpendiculaires 


A , F , B If', 

F , B , D , > les projections algébriques des pressi(»s ou tensions • ' { 1”* ' 

B.D.C,) . . 


enfin 

o\) , ^ ‘ 

^ > tPa a <0a \ ce ({ue deriennent les projections algébriques des forces 

C. S), G.) 
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( î* ) 

quood on prend pour demi-axei des coordonnées positives tes trois demi-axes OL , 
OM , ON . On aura, en vertu des formules (3)^de la page i6* du troisième volume. 


(0 


(») 


(3) 


p,COsli = A cota, -f* Feos^, -f* £cosy, , 
P, CO» jt, — F cota, -|-£cosp, -f-f}coS7, , 
PiCosv, =£cosgt, Dcosp, + Ccosy, ; 

p, cosli, = cosa, -f- F uosp, + E CO» J, , 
p,cosp, -=:Fcosa, Bcos^i + Dcoij, , 
\ p,cos>, = £cosz, -f-Z)cosp, -f-Ccosy, { 

pscosX) = ,écosa]-|-Fcosp3 -|-£cos73 , 
P 3 C 0 SP 3 = FcOSX3 + B 005^3 + DC0373 , 
P3COS«3 = £cOSS3 4'BcOs33 + CCOS73 . 


Pe plus, comme lu direction de la force p, formera évidemment avec les demi- axes. 
OL , OU , ON des angles qui auront pour cosinus les trois expressions 

COS^iCOSa, -f-COSPiCOS^, -4-COSv,COS7, , 

COsX.COSa, 4**^*”(‘><^°>P>'l'<’°<v,COS7a , 
cosl, cosas COSp, COS^3 -i- COSv,COS73 , 

on trouvera 

=p,(cosi,COSa, 4-COSp,COS^, ^-COSv.COSy,) , 
/=p,(cOsX,005a,4.COS(*,COSp,+COS»,COS7.) , 

£ =p,(cOSX,COSa 3 + 00Sp,0O8p3 + COS»,COS73) . 

On trouvera de même / 

^ = p.(cosX,cosa, -|-COSp,COsp, 4- COSy.COSy,) , 


( 5 ) 


et 


ll5) = p,(cO 8 )b 0 OSa, 4- COSfl,COSp, 4 -«<»»«®OSTi) a 
J9 = p,(c0sllacosa3 4-O0sp.cosp3 4*<’0’*><=0'7>) > 


IV. ‘ ANRÉE. 
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c 3» ) 

! £ =/)j(cOsl}COS», -J- C05 «jCO5,9, + C 0 S»JC 0 » 7 ,) , 

1 9 

.0 = /» 3 (co 5 )l 3 COJ», 4-«“>.''3C05p, + COS» 3 CO! 7 ,) , 

0 — pi^COSXiCOSXs COS^|C05^3 COSV 3 C 0573 ) . 

Si mainlenant on suL»litue, dnni les équations (4), (5), (G), los valeurs de ;>,cos'«, , 
/»,cnsfi. , etc... , tirées des équations (i) , (a) , (3) , ou obtiendra les six formules 

' cAj = ^cos'i, + iîcos’^, + Ccos’ 7 ,-f- aDcosp.cosy, -f-afcosy.cosa, + 3Fcosa,cos^, , 
( 7 ) I tfl> = y/c'os’a, -J-Bco*'P» + Ccos’y, + aZ)cosf,cos 7 , + ïEcos 7 ,cosa, + iFcos»,co.«p, , 
0 = /é COS’*3+’/>C0S*^3-}-CCOS’73+aDC05^3C0S73 + *^^<-'O*7i'-'0*»3 + 3 Fc03I;005^3 ; 

£) = Acoax,co$ai + Bcosp.cosps + Cc057,co.«73 

+ D(C05p,COS73 + C0s33CO57,) + £(coS7.COS»3+C0S73COSa,)+F(cO5ï,C05p3 + COS»sCOS^.), 
£ = yécosascosa, -j- fiCUSp 3 COS^, -|- CCOÎ 73 COS 7 , 

+ D(cosj3Cos7,+c06^,cos7))+£(cos7icoai,+coS7,co8is)+F{c05i30osp,+cosa,cos^3), 
$■= A casa, cos X, -f- Bcosp.cosf, -J- Ccosy, cosy, 

+ D(c03^.C0S7, + 0Osp,C057,) + £(c0S7,C0Sa,+ C037,C05a,) + F(c 0 Sa,C 0 S^, + C 0 Sa,COS^,) . 

(Jos six formules fournissent le moyen de calculer les projections algébriques des pres- 
sions p,,p,,pi, supportées par trois plans perpendiculaires entre eux, sur trois demi- 
axes perpendiculaires 3 ces mêmes plans, quand ou connaît les projections algébriques 
des pressions supportées par trois plans parallèles aux plans coordonnés sur les axes des 

X, J, î. 

Observons encore que, les demi-axes OL , OM , OK étant perpendiculaires l’un k 
l'autre, on aura , en vertu de formules connues, 

cos’a, -l-coB*a. -f-cos*a 3 = I , cos^,coS 7 , -1- cos^.cosy, -j- COSP 3 COS 73 r=o , 

cos’P, + COS’p,-j- 005*^3= > , COSy.COSa, -j-COSy, COSx, -f-COS 73 COSa 3 =0 , 

co$*y, -j- cos'y, -j- COS ’73 = I , cosa.cosp, -1- eus a, cos -j- 00 ^X 300 x ^3 = 0 . 

Par suite on tirera des équations (4), (5), (G) 
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( 33 ) 


i eü^OOSa. -4- ^CO»a + £ COS «3 = />iCOSi, = ^COSa. 4-f COSp, 4~ £ 0087 , , 

,ÿcOS», 4 -i(!(C05*,4-^®0’='î = /’»®0*^» + +®CO*7« > 

t 

£cosai -|-^cosa, 4 "Gc®**s /ïjcos^s = A coscis F cos^j 4* £00873 ; 

I A'COSp, 4- ^C08p,4-^OOsp3 = />iCOI{l, =£C0S», 4-BcOSpi 4- DCO87, , 
^COSp, 4- vft,C 0 Sp, 4 —®C 06 S 3 =p,COS^, = £cOS>, 4- ® 008 p, 4- ^*COS7, , 
£ C08p, 4- Æ)co8p,4*Sco8p3 = pscosps = £cos«i 4" Bco»Pa 4“ Dc^a^3 ; 

I ACO87, 4- ^C087, 4- £00873 :=p,COBï, =£c 08 «, 4 “Dc 08 p, 4- CC057, , 
^0037, 4- in3C0a7,4--®C0873=p,C08», = £cOSa, 4- Aoosp. 4-CCO87, , 
£cos 7 , 4 ’^oosï» 4 " CCOS71 =p3CCS»i — £ COS03 4 " £ 008^3 4 " CCOS73 ; 


pui8 OQ conclura dt!8 formules ^lo) , (i i) t (><) 



A = JUcos’«i + lfi)COS’a,+ 0CO8*«3 + a^CO8a.CO8«i+a£cOS«jCO8«i + a^CO8o,CO8», , 
JS= AcO8’p,+lRjCOS*p, + 0CO8*P3 + aiE)cO8p,CO8pl + a£cO»p3COSp. + ajfcOsp,CO8p,, 
C = A>cos* 7,+ \(!jco8*7,+0cos*7i + a£)co87,co8 7s+a£'coa73cos7, + a^co87,co87, ; 

D = AC»PiC 087, 4- lfijC08p,C087, 4- Cc08p|COS7l 

+^(c08p,C0S73+C08p3CO87,) + £(C08pjC08y.+C08PiC0873)+y(C08p,CO87.+C08p,C087,), 

£ = A,c087,C08a, 4" 4" ©®°*7a®°**> 

+Æ)(cO87,CO3ai+C0873C05a,)+£(cOS7sCOSa,+CO87,C08a5)+^(0O87iC0SI,+CO87,C0l«,)3 

F =<A,C08a.C0sp, 4- llîacosa.cosp, 4" ©coBasCosPi 

+£)(C08a.COSp3+CO8«jC08p,)+£(C0S«3C0sp,+C08a,CO8p3)+/(cO5a,C08p,+ COSa,C0fp.)- 


On pourrait au reste déduire les équations (i3) et (i4) des équations (7) et (8) à l'aide 
d’un échange opéré entre le système des demi-axes dea x , y , t positives et le système 
des demi-oxes OL , OM , ON . ‘ ^ 

Concevons h présent que les pressions ou tensions principales soient pn'cisément celles 
qui ont été désignées par ja, , p,, pi , et que de ces trois pressions ou tensions les 
deux dernières s’évanouissent. On aura 
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( 54 ) 


(i 5 ) X = dzp,. i)î,=o, G = "> -0 = 0 . 

Par iuito les formules (i3) et (i4) doDoeront 

i A = a\iCos‘x, , Æ = Xcos*p, , 

/) = oliC 0 sp,C 087 ,, £ = .\,C087,C0Sa, , 


£ = O , / ■= O . 


C — cl)C 08 * 7 , , 

F = Xcosi,cos|î, . 


De même, si, en oUribuant des valeurs nulles b deux des pressions ou tensions principales 
qui correspondent au point [x,y,z) , on supposait la troisième pression ou tension 
principale dirigée suivant la droite qui forme avec les demi-axes des coordonnées positives, 
non plus les angles z, , p, , y, , mais les angles a , p , 7 , on trouverait, en dési- 
gnant par celte pression prise arec le signe — ou cette tension prise avec le 
signe -f , 


(• 7 ) 


I A = ,{,CO»’n, 5 = XcoS*p, C = cAi.C08*7, 

D = o^,COSpCOS 7 , ^ = ol,C087C08a , F = oloCOSaCOSp . 


D'autre part, si l’on nomme p la densité naturelle du corps solide supposé élastique 
et homogène, < la dilatation linéaire mesurée au point suivant la droite 

dont il s’agit, et a la vitesse de propagation du son dans une verge rectangulaire in- 
Gnimenl mince qui aurait pour axe cette même droite, on trouvera, en vertu de la for- 
mule (77) de l’article précédent , ' 


(. 8 ) 


A 

f ' 


Enfin , si l'on désigne par $ , a , ( les déplacements infiniment petits du point 
(x,y,t) mesurés parallèlement aux axes coordonnés, on aura [voyez la formule 9 de 
la page 3 ] , 



rfÇ , rfn , , dC 

1= cos’a C 0 S*S - 4 - — C0S*7 

as dy dt 

+ (î f + (S + s (ï è) 


puis on conclura des équations (17) et (18) combinées avec les formules ( 5 ) et (6) delà 
page a 
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ts+‘^+4+“'(î+f)+''(£+S+"1ï+£)='“-”‘-'’ 

4+^ï+4+“-(î+0)+’1S+î)+"-(ÿ+a='“-“-« 

“S+ “ '-ÿ + “'S+ ** (Ï+ (S"*" S) + ^' (^+£-) =PÛ*.CO,fCO,y. 

+’'ÿ+’'S+’"'(S-+f) + “(S+S)+"(f 


I ''5 


I «<5 . ,rfi , .rfC . , 


+ÿ) +"(S+î) + ‘■(^-‘-£)-p“*~'”p- 

Cela posé , l'élimioalion des six quaDlilcs 

d\ <tn rfî dn rf; rfC , *^5 i £l 

(te ’ rf/ ’ rfs ’ rf» ^ (fy * dx di dj dx ’ 

entre les équations (19)» (ao) d (*0 produira évideniincnt une autre équation de la forme 


(ï5) = 21C0S < * + flC08< P 4 - CCOS < •/+ SJ3 cos • pCOS* 7 4- Stgeos’ 7 C 0 S* a4- » J^cos* acos ’p 

4-»llCOS*aCOSpcOS74^ stJCO»’ * 00 X 74 - sUJcos’aCosp 
* 4-airC0s’pC0S74-aD'C0SOCO5*pC0S74-îU)'C0SaC0s’p 

4- sU*co8pcos’74- alJ'oosacos’74- am*cosacospcos*7, 


a. 0 . €. D . J'. U. U. ttl. U'. 0 > lu'. U*. U*, lu" désignant de nou- 

velles constantes qui seront exprimées h l’aide des quinze coefficients a , b , c , d , e , 
f , U , V , w , u', v', w', u', V*, w*. L'équation (î 5 ) fait voir comment la vitesse 
de propagation du son, dans une verge rectangulaire infiniment mince , extraite d’un 
corps élastique, varie avec les angles a , p , 7 qui déterminent la direction que pre- 
nait dans ce même corps l’axe de la verge. 

Concevons maintenant qu’à partir du point on porte, sur la droite qui forme 

avec les demi axes dos coordonnées positives les angles a, p, 7 , une longueur dont le 
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carré roprésenle le produit cl désignona par x + x, J'+y. * + * le» 

coordonnées do l’cxlréinilé de celte longueur. On aura 

(»4) = = — î— =±p‘a\ 

cos« cosfl cosy 

et l'on tirera de la formulo (a3) 

(s5) + Oy^ + 4- »€*’*• + »/»’y* 

+ SX’ (Uyi + Üzx + m*y) + sy’dl'yï + U'« + lU'*y) 4- 2 ï’ (U'yi + 1)'« + ttTxy) = I . 


Celte dernière équation appartient à une surface du 4<* degré qui a pour centre le point 
(x,_y, s) ; et.cumniele rayon vecteur mené do ce centre à un point de la surface est 
d'autant plus grand que la vitesse n est plus petite , on peut affirmer que la vitesse 
ti acquiert une valeur minimum quand ce rayon vecteur devient un maximum, et une 
valeur maximum quand ce rayon vecteur devient un minimum. Dans l’un et l’antre cas , 
les coordonnéés x , y , z de l’extrémité do rayon vecteur vérifient la formule 


I 2lx’+,/y*+4jz’+Uy*+t)i*+ttl*y+ (ti)>t'+tiï'y’+tü*a’)+'^ (tJx’+tJ'y’+t)'*’) 

= j^x’+0y+®z>+M'yi+t)'zx+tD'xy+ (llx’+u'y’+U'ï’)*^ (tti*+üry’+tt)*z*) 

= ^x*+JDy+(jz*+u'yz+t)'zx+ürxy+-^(Dx’+lJ'y’+dV)+-^(Ux*+Il'y’+u*i’). 

Donc par «ultc» lorsque la vilesso n deviendra un maximum ou un minimum, on 
aura 


(*7) 


I 2lCO»*« + ^COS’P + (gCOS *7 + Ucos^eosy + tlcosycosa + iDcosacos^ 

+ ‘^°*^ -(tPc08*J + tD'cOS’P + tU*CO>’7) 4 — Itjcos *a + 4" tl*COi’v) 

2C063C 2 cos fit 

= ,/COS’a 4'OCOS’p jjcos’y + n'cosf COSy + D'cosycoso + iD'cOSaCOS^ 

I ^ (t(cOS’a 4- H'cos’p 4- ll'cos*-/) 4- (UJcos’a 4* ftJ'cOS’p + Ü)*C 08 ’y) 

\ ucosp DCOSp 

= (geos’a + Ocos’p 4 Ccos’y u'eospeosy + tJ'cosyCOSo 4- Ul*coSaCOS^ 

-4- ■ (t)cn!.’a4-lî'co»’P + tTcoVy) (ïl«o*'»4- U'cos’P + K'cos’y) 

I 

til* ‘ 
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Si le corps solide que l'on considère ofire Irois axes d’élasticild rcclangulairei entre 
entre eux et parallèles aux axes des x , y , z , les neuf coefficients 

U, V, w, u', v', w', u', »*, w' 

s'évanouiront; et les formules (lo) , réduites aux suivantes 

di dn . di 


(> 8 ) 


donneront 


d{ rf» rft 
di , ,dn , rfC 


(bc-d*)cos*tt-t-(de-cf)cos*^+(fd-be)cos*T 

dx sbo-ad*-be' -cr’s-adef ■. " 

(*(j) / — nfi'i (‘*”~‘=n*^°*‘“'*~(‘^*~**)co»‘P + (ef-ad)cos*v 

' djr ' sbc-ad*-l>e*-of*+adef ' 

dt (fd-be)cos»a-f(ef-ad)cos*p4-(ab-f*)cos*7 

dz ^ abc-ad* - be* -cf+adef ’ 

b 

tandis que l’on tirera des formnics (ai) 


df, dK cospcos7 rfç 

■jr+rfr— f * n • '77-r--77 = 


(5o) 


di dj 


dx 


CO»»COSP 

df dx t 


ptl's 


COSyCosa 


Par suite l'équation (a3) deviendra ^ , i ' 

(3i) pjj, — 21co»^“+6co**P+€cos<7+ aIPcM*poos*7+9Ccos*7Gos*a+ a^cos’acos’p , 
les valeurs de 3l»0,€,)î),(g,^ étant respectivement 


■J- » a' 
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( 58 ) 


(S*) 


(55) 



bo-d* 


21 — 
il — 

abc- ad*-bc*-cf* + adcf 
ca-e* 


U — 
nr 

abc -ad*- bc*-cf * + adef 
ab-f* 

« 


abc-ad*-be*-of’ + adcf 

» 

n 

ef-ad 


J3 — 

abo- ad’ -be’- cf* + adef 

^ ad 

tf . 

fd-be 

4- J_ 


abc - ad • - be * - cf * + a def 

^ as 


de-cf 



abo-ed’-be’-cf’+adof 

^ af 


et les diverses valeurs du produit c V'T auront pour mesure les divers rayons vecteurs 
menés du point [x,y, *) 5 la surface représentée par l'équation 

(34) 2l** + 6y* + €** + *roy*** + »€**x’ + »^x‘y*= i. 


Alors aussi. en désignant par a', ft*, a'" et par n, , a,, tt| les valeurs de a 
correspondantes 5 des verges dont les axes seraient parallèles aux axes coordonnés , ou di- 
viseraient les angles formés par ces derniers axes en parties égales, on trouverait i.’ 



s.* 



A l’aide des équations (35) et (36), on peut fixer les valeurs des coeSIcielits ^ > 6 • 
(t , Di (8 • •/. lorsqu’on a déduit de l’expérience celles dos vitesses o', a', a'", 
a, , a, , a, . Ajoutons que , si l’en pose 




cosa = cosj) : 




la formule (5i) donnera 
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^ = -^CI + 0 + €+!îD + *€ + ï/)* 

et par cuiisi'quuil 



Telle est la relation qui existe entre les vitesses u', n*. a'" , n , . flj . ttj , et la 
vitesse n relative à une verge dont l'axe forme trois angles égaux avec les trois axes 
des X , ^ et z. 

Si l’on suppose les molécules du corps élastique primitivement distribuées Je lu même 
manière par rapport aux trois plans menés par l'une d'entre elles et parallèles aux plans 
coordonnés, on aura 


(5n) 

Mo) :x = o-€- 


a = b = c, d = e = f; 

a+f 


ÏD = (g = jf= 


a’ + af-af’ ’ 

et l'équation (ôi), combinée avec la formule connue 

cos’a-f-cos*p + cos’7 = I , 

donnera 


af a’ + af-af’ 


M' 


I — ^(C0S*a + COS*? cos*'/) + 9 J^(cos*?cos *7 COS’7COS*a 4- COS’aCOS‘p) 


= -f+ (31 ^(cOS*a+COS*?-+-COS<7). 

Alors aussi , en comparant la première des formules (a) et la dernière des formules (3) 
de la page a è la première des formules (38) et 3 la dernière des formules (3g) de la 
page igg du troisième volume des Exercices, on trouvera 


(4a) a = pi, (=pR , 

et par suite on tirera des équations (4o) 


(43) 



l + R 

A’ + t/l-afl’ ’ 



^ 

i' + ifl-aR*; 


IV.* ASXiE. 


6 
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Buliii , <i l’élasticilé du corps est la même daas tous les sens , la conditioo (4^) de la 
page aoi du troisième volume, savoir, ~ 

(44) L = 3fl, 

sera remplie, et les formules (43) donneront 


( 45 ) 





a I 

TT. 


Cela posé, l’équation (4i) pourra être réduite à 


(46) 



f 

P 


ou , ce qui revient au mémo , è 


(47) 



Cette dernière formule coïncide, comme on devait s’y attendre, avec l’équation (55) de 
la page 365 du troisième volume des Exercices. 
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SUR LA RELATION QUI EXISTE 


KNTRE LES PRESSIONS OU TENSIONS 


SUPl’OKTÉES PAR DEUX PLAAS Ql'ELCOAQUES EN UN POINT DONNÉ D'IN CORPS SOUDE. 


Nous uvous prouvé, dans lu second volume des Exercices [page 4®] que, si par un 
point donné d’un corps solide ou mène deux nxes qui se coupent à angles droits , la pro- 
jection sur le premier axe de la pression ou tension supporlée par un plan perpendicu- 
laire au second sera équivalente 5 la projection sur ce second axe de la pression ou tension 
supportée par un plan perpendiculaire au premier. Nous allons maintenant faire voir que 
la même propo.sition s’étend au cas o(i les deux axes forment enlic eux un angle quel- 
conque. EfTcctivcnicnt soient OL , ÜM deux axes ou plutôt deux demi-axes menés 
arbitrairement par un point donné d’un corps solide. Rapportons d’ailleurs tous les points 
du corps il trois axes rcclanguLiires des x , j' , z; et nommons 

®i ) p, » T, ; ï P* I 7» 

les angles formés par les demi-axes OL , OM avec cenx des coordonnées positive.*. 
Soient enfin 

/), , p, les pressions ou tensions supportées au point O, et du côté des demi-axes 
OL , OM , par des plans perpendiculaires h ces demi-axes , 

>■ 1 , f*i , v, , j les angles formés avec les demi-axes des coordonnées po.sitives par les j /', . 
, P» . ’> • j pressions ou tensions | /», , 

», l’angle formé par la direction de la force p, avec le demi-axe OM , 

», l’angle formé par la direction de la force p, avec le demi-axe OL , 

A , F , E , les projections algébriques des pressions ou tensions supportées au (loiiit 
F , B , Ü , \ O , et du côté des coordonnées positives, par trois perpendiculaires aux 

E , D , C , j axes des * , jr , z. 

On trouvera 
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PiCOii, = À coin, +FcosPi -^Ecoiy, , 
p,coip, — Fcos*! £cos^i -4" Ocoiy, t 
p,cos7, = Ecoin,-\- Dcoip,-{-Ccos-f, , 

(3) cos»-, = C 0 Sl.C 0 Ja. 4 - i 

et par suite 

PiCos», = A cosa, coset, 4 -flcosp, cosp, -J- CcoS7,cosy» 
,co37.+cosp,cos7,)4- -B (eoS7,cos*,4-cos7>co»»,)+F(cosa, 0083,4- cosa.cosS,). 

Cela postï , concevons que l’on vienne à échanger entre eux les demi-axes Ol. , OM . 
En vertu de cet échange, le premier membre de l'équation ( 5 ) te transformera ilans le 
produit p, cos», , tandis que le second membre restera invariable. On aura en con- 
séquence 

(.' 1 ) p,00iv,z= p.COitr, . 

Ur les produits p,cos», , p.cos», représenteront, au signe près, les projections de 
lu force.' p, sur la droite OM . et do la force p, sur la droite OL. On pourra 
donc énoncer la proposition suivante. 

Tii(.onê»E. Si par un point donné d'un corps solide on mine deux axes qui forment 
entre eux un angle quelconque, la projection sur le premier axe de la pression ou ten- 
sion supportée par un plan perpendiculaire au second sera équivalente à la projection 
sur ce second axe de la pression ou tension supportée par un plan perpendiculaire au 
premier. 

Il est bon d’observer que do ce théorème, ou de l’équation ( 5 ) qui le ronfermo, on 
peut immédiatement déduire les formules (7), (8), (10), (11), (i*). (i 3 ) et (i 4 ) de 
l’article précédent. 


( 3 ) 
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SUR LES VIBRATIONS LONGITUDINALES 

D’UNE VERGE CYLINDRIQUE OU PRISMATIQUE A BASE QUELCONQUE. 


ConsidéroDS une verge élaslK[ue qui sc confonde, dans l’état naturel , arec un prianie 
ou un cylindre droit, dont U base, renfermée dans un contour de forme arbitraire, oll're 
des dimensions très-petites. Rapportons tous les points de l'espace è trois axes rcctangu- 
laircsdes x, y, t, en prenant pour axe des x une droitu comprise dans l’épaisseur 
do la verge et parallèle aux arêtsss du prisme ou aux génératrices du cylindre dont il s’agit. 
Supposons d’ailleurs la verge soumise è une pression extérieure , mais constante , dési- 
gnée par Pi et soient, pendant le mouvement de la verge, 

(i) /^, F, E; F, B. D; E. D, C 

t 

les projections algébriques des pressions ou tensions que les plans . menés par le point 
{x,y,z) parallèlement aux plans des y>~, des s,* et dos a:, j, supportent du 
côté des coordonnées positives. Soient cnCn Q cX R deux points correspondants è la 
mémo abscisse x , et situés l’un sur l’axe des x , l’autre sur la surface latérale de 
la verge élastique. Si l’on nomme a , ^ , 7 les angles formés par la normale h cette 
surface avec les demi-axes des coordonnées positives , on aura 

(a) co8a=o, cos’p-l-cos* 7 = 1 , 

et par suite 

(5) co57 = ±; iliip ; 

puis , en faisant coïncider le peint {x,y,z) avec le point R, on tirera des formules 
(4) do la page 5ag du troisième volume 

feos^-j- £ cos 7 =: O , 

(4) 

{fi P)cosp-f- £)cos 7 = O , Dc.oi^-\-{C -|- P)cosy = o. 

Il y a plus, comme les valeurs de A, B, C,D,E, F ne varient pas sensiblement 
lorsqu’on déplace le point {x,y,z) d’une quantité très-petite, les formules (4) seron 
encore à très-peu près exactes , si l’on substitue au point R le point Q. Ajoutons 
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f(Uf celle conclusion rcslera vraie, quelle que soil la posilion du point It sur le con- 
tour de la section fuite dans Ja verge par un plan perpendiculaire & l’axe des œ et cor- 
respondant à l'abscisse x. Donc, si ce contour présente une courbe cnnlinue, et 
dans laquelle ta direction de la normale varie d’un point à un autre par degrés insen- 
sibles , on pourra considérer les formules ( 4 ) comme devant ûtre vérifiées , pour un point 
Q choisi arbitrairement sur l’axe des x , quel que l’angle p , ou , ce qui revient 
au meme, quel que soit lo rapport do cosp h cosy. On aura donc alors , pour tous 
les points de la verge situés sur l'axe des x , 


(•i) 


( 


et par conséquent 


F = o, E = o, 

JB + P = o. D = o, C + P = o, 


(6) 


n = C^ — P , D = E = F = o. 


Il est d'ailleurs facile de s’assurer a posteriori que les valeurs de B , C , D , E , F, 
fi'urnies par les équations (G) , vérifient les formules (4) , quels que soient les angles p 
et y. 

Si le contour de la section faite dans la verge par un plan perpendiculaire à l’axe des 
X offrait un polygone rectiligne ou curviligne, alors aux diverses positions, que pour- 
rait prendre le point B , correspondraient au moins deux valeurs différentes du rapport 

d’où il est aisé de conclure que les formules ( 4 ) eolratneraient toujours les for- 
mules ( 6 ). 


Soient maiiitenanl y la force accélératrice appliquée au point (x,y,z) , ç le 
déplacement de ce point dans le sens des x positives, X la projection algébri- 
ques de la force y sur l’axe des abscisses , et p la densité naturelle de la verge 
élastique. On aura [voyez les formules (a5) et (s 8 ) do la page i06 du troisième volume] 


(7) 


dx 




dt' 


D’ailleurs, quand 
C. D. E, F 

(y) donnera 
( 8 ) 


ou réduira les deux coordonnées j el s il zéro , les valeurs de B , 
seront celles que déterminent les formules (G). Donc alors l’équation 


d.1 

dx 


+ P^ = P 


dl' 


De plus, comme les formules (G) coïncident avec les formules (y4) de la page 17 , 


Digitized by Google 


( 45 ) 

quand on suppose dans ces dernières = les èqunlions (5), (C) de In page a, 
réunies aux formules (6) de la page 44 • fourniront une valeur de A sembluLIc è celle 
que nous avons précédemment oblruue [page 37], en sorte qu’un aura encore 


(9) 


^=pa._ + „. 


Seulement on devra remplacer 'i' par P dans la seconde des formules (i5) et (iC) 
de la page ig, à l’aide desquelles on pourra toujours déterminer les deux coeflicieiits 
U et n. Cela posé, on trouvera, pour tous les points de la verge situés sur l’axe des 
X , 


(lo) 


n* 




Ajoutons que, si la verge est terminée par deux plans perpendiculaires i l’axe des x 
et dont chacun supporte une pression extérieure |} dilTérento de P, on aura, pour 
les deux extrémités de cette verge , supposées libres , 


(■<) 




ou , ce qui revient an même , 
(ta) 



n^p 

P 


O . 


An contraire, si l’une des extrémités devient fixe, il faudra, pour cette extrémité, rem- 
placer la condition (la) par la suivante 

(i3) { = 0. 


Dans le cas particulier où la force accélératrice f et les pressions extérieures P , P 
s’évanouissent, l’équation (10) se réduit simplement à 


(• 4 ) 

et la condition (> a) h 
(.5) 


d'\ 

rfx’ rff ’ 


£i 

dx 


O 


L’équation (10) ou (i4l réunie aux 
pour déterminer le déplacement ( 


conditions (ia),(i3) ou (1 3) , suflit évidemment 
d’un point quelconque de la verge élastique dans 
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le »ens lie l'.ibscUse x , et par conséquout les vibrations lougitudioales de celle 
verge. Or ces équations et conditions sont absolument indépendantes do la forme de la 
section faite dans lu verge élastique par un plan perpendiculaire & l'axe des x , et 
enliircmuut semblables aux formules qui déterminent les vibrations longitudinales d’une 
verge rectangulaire, c’est-à-dire, aux formules (s 5 ) , (67), ( 3 /j) , ( 56 ), (64), des pages 
so, 21, 22 cl 26. Donc les vibrations longitudinales d’une verge prismatique ou cylin- 
drique à base quelconque seront lus mêmes que celles d'une verge rectangulaire. .4insi, 
en désignant par a la lungueur d’une verge prisinulique ou cylindrique , et par 
le plus petit nombre de vibrations longitudinales que celle verge, supposée libre , puisse 
exécuter pendant l’unilé de temps , on aura toujours [voyez la formule (78) de la page 99] 


De plus, quelle que soit la forme de la section transversale, u représentera la vi- 
tesse de propagation du son dans la verge indéHniment prolongée, et fCi' le rapport 
qui existe entre la pression A supportée par la section transversale cl la dilatation 

longiludinaic , dans le cas oü les pressions extérieures s’évanouissent. Donc . en 
dx 

prenant ce rapport pour mesure de l’élasticité du la verge, on pourra encore efbrrocr 
que la vitesse do propagation du son dans la verge est proportionnelle à la racine carrée 
de son élasticité. 


Les résultats que nous venons d’exposer subsistont , de quelque manière que l’élaslicilé 
du corps, d’où on suppose la verge extraite, varie quand ou passe d’une direction à une 
autre. Ils coïncident d’ailleurs avec ceux que M. Puisson n obtenus , en considérant une 
verge extraite d’un corps solide dont l’élasticité reste la même CD tous sens. Senlcment, 
dans ce cas particulier , le coelUcIcnt a devient indépendant de la direction que pré- 
sentait, avant l’extraction, l’axe de la verge élastique. 
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9*1^ 


-, • ^ Z ' la torsion et les vibrations tournantes 


i> • 




^ ^ ^ .--f % I 

^ r- %* jJ 


•■« ■ . .'.tv.'* 


D’UNE YERGE RECTANGULAIRE. 

• , .,_ •• 

vY”*'.”! «t- ■ - . 

\ ;,. ' ». A -t* 

■» ■ ,* ■ 1 -•* ■<•- - - ••<■■ 


. ..V îi 

->j; ^ ,._- 




._-v 


iiIfttPA mil'. ilÂi»4 *t*J(liil ‘ * A .V, * 


•' Consi<iéroos , comme ci-'dc»»n» [p»ç:o iS^V une'tcrgc roctnegulaîre qiui', Aim 1 *ëtâ» 
naturel , ait pour axe t'sxB de» ai, pour dentUé la conMonte; et pour section-, 

trantvertalc un moiaDgle dont les cdté* sA, »i soiont 


te , '.f i et pour section-, vj», ^ ■> 3 -^.*^ 
respeeliremont parnllèles . .*J: 


aux axes de* -j et s. Supposons d’aiUoars que, celle verge venant h sc mouvoir, on v- 

: ■ 


•H * ^ 

. • r 

‘•ÿ 

a 


.désigne, au bout du ttimps t; par x, y, s ; les coordonnée» de l’un de sc» points .■ _ _- 'Z'"' 

par X , y, Z les projections algébriques de la force accélératrice appliquée au point. . *f. 


W : 


(»’. 7 i*). et par À, F, El F. B, Di E, D. C les projection» oj^ri.pie» de»;:. 

. pression» que Supporlent au mémo point , du côté de» cob'i^oni^C 4 ‘|MtitiTor, Ir'oit plans' « ij 

perpendiculaires atiX' axes des <o, y‘, -• Soient encore » — ]i ^ y • — a. les •V*’*-'’’' 

l'ffoÔVdo'nnées inhialcs du point {at,y,z) , et concevons' qoo le» fiicea’lirtérales ^ là ' 

-■ 'verge , primitivement parallèles anx plans des x.y et do» xi'i, soient soumises ,..[• 

aux pressious extérieures et constantes P, Ç. Enfin désignons par ’ ^ ^ 


9 


»ÏOI« I 


K * 9 d - 


C 




valeurs, des dépUcomenU Ç , n » Ç . relative» au point «pi?, étant «îlaé tur taxe dn^i 
i' ** l^ *vcrgo , correspond !i l’obscîssp x ;. et posons généralement ' ’ï’ '.J'"' 


(0 


T'" V 


ï -ï-r^ 


» -».• 






' f * - - .. -• . ' . ji-,* ■ 

.ÿi l'on prend x z pour variables indépendantes « les furmut^ et ( 9 ^' de la.. 

page ô5t dd troisième volûmc; luvoir, •_ •-' :ï^ 







( 4S ) 


(Ô) üzro. t ~—l> 

«i>b>i»loront , (roii premlî-rcs puur un point quelconque tic b verge en inouvument , 
le» Irol» «Icrniires pour r'z= — i, »■'=•, taadit >|Uu l’on £ura , pour r î= — A et 
puur r=s h , 

Vi) ■ , V ' = ^ = — (P. /> = o - 

tenant aux prcsiloni A, B, C , D, Ë, Ë, elle» seront déterminées par les for- 
'mules (i i) et (is) de la page 3, si la verge élastique est extraite d'un corps solide qui 
uQi-e trnii axes d’élasticité parallèles aux axes coordonnés , et dans le cas contraire par 
les l'urmiiles (S), (G) de la pages. De plus, on prouvera, par des raisonnements semblables 
it c*'ux dont nous avons fait usage >i la page s48 du troisième volume , que, si l’on veut 
j.rendre pour variables indépendantes r et r' il la place des deux coordonnées y , z , 
il siillira d’écrire partout r au lieu de y, cl r' au lieu de dans les l'ormnies 

dont il s’agit et ilnns les équations (t). On aura donc alors, pour Ions les points de la 
verge élastique, 

. ' ■/ dF ilE , ,, il'i 

(■») j ’ 

\ Jx ~ dr ^ dr dr 

A)uutcns que, pour tout point situé sur l’axe do la verge , on aura évideminciit - ‘ 

, y~ri—y-~-7>.„t=o. I — t = î — !i„.= o, 
et par suite • • ' . , ■ ■ . • • ■ 


f.cla posé , si !’■>» développe les quantités • • • ■ 

' > 

• ' Ç.a.ï. X,Ï,Z. A.a,C, O.Ë.F. 

» 

' cowsidérces coniiuo fonctions de x, r. r' et t, suivant les puissances ascendantes 
de r , r' , et si l’on joint en conséquence ii la forinnle 

(G) . Et= 5«,. + î,,.r — J„«r’ -{- 9Ç,„rr'-+-ê,.,r'’) -|-clc. , 
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{ 4g ) ^ • 

louUü celles qii’on en lire giuiul on y remplace In lettre ï par l’iino des lettres », . 
K. .Y. Y. Z. A , B, Ci D , K , on déduira sans peine des éguiitinns {j, , 
réunies aux conditions (5) et (4) , colles'qui serviront i ^déterminer, pendant le nioiive- 
menl de l.a verge élastique , les rnieurs des fonctions . ■ . . ' ,, 


4«>a 


t 


1 


c’est à-dire, les déplacements d’un point de l’axe mesurés dans le sens des cnurdoniiées 
X, jf, î. lin opérant de celle niiiiiiére. on se ti-onvcm iminédiulenient rnœcné ans 
formules (a5), (aGji, cl (44) des pages 9o et î 5. De plus, lorsqu’on couàaitra lôs valeoiS 
des fonctions ai.,. , ç... , on pourra lixe-r les valeurs cprrespoüdantes*ilo- 


i.r 


• îo., 


à l’aide des formules (v3> et (.',a) des piige.s âo d sa J et la valeur approchée de Ç à 
l’aide de l’équation 


(7) 


Ç — - Ç«>o Çïic.r ^ Çoiic’ # 


Quant aux valeurs approchées des déplacements >i , i; , que l'on peut considérer coinui- 
devant être fournies par les équations ' » - 


( 8 ) 


*î — «O,* n«.i r’ . C — Ç®.® 


elles dépendront non .seulemenl des quantités b... , C.„ , s„. , , „iai,s encore des 

deux suivantes * . ® • 


(g) 


ç;,.. 


Il est important d’iihserrer que, si, les pressions- P, (j> étant nulles, la verge é.'as- 
tique SC meut de manière que chaque point de son axe demeure immohile, les trois fonclionj 

. • ‘ V 

.* • Bo,« f Ça, O 

s’évanouirmil , ainsi qiio les valeurs de déterminées pir les for- 

mules (i3) «l (4a) des page- vo cl a». Alors les vibrations de la verg- seront dn gr-nie 
de celles que l’on nniimie toiirnnnlat; et ta valeur approchée de ' • sera nulle , tandis 
que les valeurs approchées de b® î. réduilu* ù 

("'5- ■ r', Ç=z5„.r, 

dépoodronl des quantités tqV II y a plus , si l’on désigne généraleicrul par o le 
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( 5o ) 

rayou vccleur meaù , au bout du lempt (, du poiut au poiul (z.yr.z), 

et par v i'an^Ic que forme ce rayon vecteur avec le dciqi - axe des j. positives , on 
aura ' 


{■«) 


3 — eo>o = r = t.cos«r , s — i;„,„ = r' i=tsinw ; 


tandis qu’eu nonimant o — S la perpendiculaire primitivement abaissée du point 
(x — I, y — «, î — 5) sur l’axe de la verge , et » — l’un des angles formés par 
cette perpendiculaire avec l'axe des y, on trouvera 

fia) . y— e = (v — o)cos(» — 'i') , s — î = {«. — J) sin — ij.) . 

D’ailleurs on tirera des formules (8), (ii) cl (is). combinées entre elles. 


icosw — a,„sin«r , 


(.3) 


^jsin(» — '!') = — C,,«costr -1- (i — Ç,.,) 


..)8in» : 


puis, on en conclura, en considérant les quantités — , w comme inCniuielit petites 
du premier ordre, et négligeant les termes dn second ordre, « 


04 ) 


/ i 


— sin» + Ÿcos»’ = Ç,,oCos»’ + î.„sin» ! 


SW — 'J'siaw = a„oC08w + >i«,iSinw , 


ou, ce qui revient au même, 

* 


1 


b(U ’i «■ s , 


(i5) 


. _ J. cosa. 

T O ‘ a 


Çftj I i»i 


Donc , lorsque la fonction fo.. et par suite les quantités a,,.,;,,, s’évanouiront, 
on aura simplement 


S *4* Çi»« . 

(. 6 ) 


, , Cno + Jîe>i 

^ ~ ^ ■— ■ ^ . I CO» t « 
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.( 5. ) 

Eiifîo,si i i'éTauouil , tes équAtioas (iC) doDQcroiil 


(>7) 

et 

(i8) 




^ * ^oii ^Ino — O J ' 

Cifo~lQoii 


D’autre part, il est facile do reconnaître que, dans les diverses formules qui précèdent, 

— et ^ représentent à trèi^peu près la dilatalion linéaire mesurée' suivant le rayon 

t , et l’angle de torsion do la verge élastique autour du point situé sur l'ake des x 6 
la distance x de l’origine. Donc, pour évaluer cet angle, ainsi que pour découvrir 
les lois des vibrations tournantes , il est nécessaire de fixer les valeurs des'quanlités n,,, , 
(,» que renferment les formules (lo) et (i8). Tel est l’ojet dont nous allons nous oc- 
cuper. * 

Considérons d’abord le cas oü l’on suppose la verge élastique extraite d'un corps solide 
qui ollre trois axes d’élasticité rectangulaires et parallèles aux axes des x,ÿ, z. Dans 
ce cas particulier, on tirera des formules (ii) et (i») de la page 5 , en y remplaçant 
y, Z par r, r’, et en développant les quantités I, a, ç. A, B, C, D, E, F 
suivant les puissances ascendantes de r, r', h l’aide d’équations semblables à l’équa- 
tion (6) , 


(■») 


I /f...=a^^ + fa,„+cî,„, J.„ = f ^^^+ba,„+dî.„,jC,„=e-^^^+d>i,„+cî„., 

ax ^ aa ^ • dx 

D.,. = d(a... + ï„.), £... = e'(-^V5...). 


(jo) 


(»>) 


etc., 


I /f„„ = a^~ + f,,„+ci;.„, /?.„ = f•^^J^+b>!„,-^dî.„, C'.„ = c^^+d«„,+cC„,. 

[/)... = d f = f(iî^ + Ï„.J ; 

■^1..— a-^j^+fv.i.+e;,.., iB.,.=f-^^+b.i„„+d!:,,,, é',,.=e^^+d>i„.+cç,.,, 

é • 

^... = d (a... + £„. = o(-^ + î„.), F„. = f(-^+ï.,.)/ 
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( ft* ) 

Donc alarü, |>Hriiii leü foiictions 

(3IRJ t t t P P » 


(» 5 ) , f ’tpip P i«»> ^11# î '^^•*1* ^«11 » ^ 0 




)i.'5 Iroi» $ui^nntc!« 


(î4) . _ ■ «*e = d(»..i + ç I »o) » 



ierQnl celles qui dépendront des quantités 


Sî*) t 1 Ci JO • 


D’ailleurs, si l'on développe , suivant les puissaiKcs asceodanles de r, r' , les deux 
nieiubres de chacune des formules ( 3 ) et ( 4 ) , en observant que les formules ( 4 ] subsis- 
tent pour r = ±A, et les formules ( 3 ) pour r' = ±i, on trouvera “i quel que 
soit r'. 


(jo; 


f . r'+ — + ... -4- — (f v'-|- F,„ !-•••) + etc =-^ O , 

L a a \ a y 

! Fo,,-i-iî,,,r'-4-Fo,, f-... + — /{,„ etc. .-jî;- ‘t’, 

I a a \ a y . 

Do.,+ D.,ie'-4-D,„ — +••• H + — '+•••] + etc. p-= O , 

a a \ 3 1 


et 


I F,„ + /• ,,,e' + (Fj„ -t- Fj,,r' -+- ) -f-ctc. o, 

l’r) ' ffi.o 4 * B,p,r' -J- {Bi„ -f- /fj,,r + ) -4--etc. i> , 

^ D,,. - 4 " D,,,r' -f- -J- ) ,4- cio- = o ; 

y 

«.*, quel que soit r , 
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( 55 ) 


I + fcl..'’ + fcl.o + A’il.'’ + k,„ + •••^ “l" P**"' " • 

1 1 ^ * V , » I 


! C,„ + C, ,,r -f" C„, — ^ —{c,„ -{- C,,,r C,„ — ^ j ■4- ctc.=-P, 

' s J 2 \ . a y 

et • ' • • ' 



+ £,„r-t- 

"^'e' ••) +f'c- = 0 . 

»9) 1 

I 


^ (®»*> + 4- «fc- == ® , 

1 

1 f'at, -|- Ct,^r 

î» , ■ 

+ ■jj' + C,,jr 4 - ...4 4 " eic. = 0 . 

Donc par suite , en regardant les épaisseurs a A , at 
du premier ordre, et négligeant, dans les formules (a6), 
(|iiatri6im! ordre, oi> aura non-seulement 

ciimnii! des qunniitës IrvK pelilt-s ' ' 

(*?)• (*®)> (®9)> If* lefini’s du 

rso) 

1 " A ,19 — ^ 0 , 

a 

P...4- — — Ç. 

a 

h • 

/•).!. 4" = 0 , », 

a tm. 


' 1* » 

0 , 
s 

Pmt9 “4“ =: 0 , 

^ofô "" é ^ 9 

a 

(JO ^ 

F.<, H 

a 

A» 

^«11 ~~ ^»»» — 0 * 

3 

^••1 “4” /^a,, = 0 , 

2 

1 

O 

II 

e 

I» 

+ 


i* * 

G" G, J = Q , 

15») i 

A , g /' 1,9 0 ,■ 

•fl.i. 4*-^-^i.. = o, 

A* 

*4^ ^3fo = 0 , ^ 

•1 

\ 

£,„ = 0 , 

3 

ü,„ 4 - . — D,„s=o , 

a 

• (< • 

C,„ 4- — C,,.s=at 

a ' ^ 

ruais 

encore 


-* 

(55)^ ■ 0,„ + — 

a 

■Oti. =i» t Dt„ 4* — 

3 

n 
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L-t 

(34) 


( 54 ) 


■®i.i + -g- ^3.1 = 0 , fi.i + Ci.3 = »; 

■* 


puis on tirera des équations (3o) et (35) 
(35) 


" h* i* A*i» 

/)„. = D... D... = «... . 

» a ■‘4 


On aura donc, aux quantités prés du quatrième ordre, 

(36) ü.., = o. 

\ 

ou, ce qui rerieot au mémo, 

(3?) . *)o,i *4* * ** î 

puis , en posant comme ci-dessus ' 

(58) Cifo ~ ^ aoji , 

on en conclura . ' ' - 

(î,) Æ„. = .(,.„ + g), f... = c(i,„-g), 

Il reste k former deux équations qui soient propres & déterminer les râleurs des deux 
inconnues ^ et , ou, ce qui revient au même, les valeurs des deux fonctions 
Or on a déjk , en vertu des formules (3i) et (3s) , ' 


(4o) 


a a 


€ ^ 

De plus , si l’on développe , suivant les puissances ascendantes de r , r' les premiers 

et seconds membres dos équations (5) , on en tirera 


(4i)» 


dx 


4 " P‘t> + — f — jj-T" 


df 


(4s) 


(43) - ^^*" --t-0.,.-4-C.,.4-pZ.,o=p— ^ 


di' ' dt' 
dx. 


■i- 0 ,,.- 4 -C„i+'pZ,,. = p 
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( ) 

rt, en éliiiiinsnt fl,,., C,.. entre ces dernières , après y aroir 5ub»liliié le» valeurs 
(lu 

^44) fls», , ('ttl • flot, , fl,,o t fl,,, , ^ a,, , ^,,, 

(léduiles des formules (34) , (35) el (4o) , on trouvera • 


(45) 

(40) 


dA,„ 

1 /fl.t. 

tix 

1 l A* 


î (ifo,. 


3 ds 


fl... , /y 1 5’v \ f''*"*” 1 \ 

— ,+ P [Y,..+ -g- = f + T, 


♦ (t>v ' J- 




4 fl.» 

, 2 \ J 



(47) 

5 

.1 A* 


( dt' 

’ C dt‘ 1 


Enfin, si l’on néglige les terines du 4.* ordre par rapport aux épaisseurs s A et î« . 
1 .* dans l’éciiialion ( 45 ) multipliée par A*i-. s.* dans celle que produit l’élimination 

de fl... entre les formules ( 46 ) et ( 47 ) . on obüondm les doux suivantes 

( 48 ) h'E,„ + i’F.„^o , 

0 

a </(A’£,„- <*i' , /i,» ;. V \ — (P (A ( »on)_ 

— — i hp(A A,,. — » — f 


(49) 


dx 


Let équations ( 48 ) et ( 49 ) , éunl réunies aux formules (38) et (Sg), fourniront évidem- 
ment le moyeu de déterminer, ajee la fonction do ac désignée par Ç.,, , I angle y, 

et par conséquent les inconnues Kn effet on tirera des formules (58) . (3g) 

rt ( 48 ) 

(5u) /t*;,,. — t*a„, = (A*4-‘’)'î', 


(5.) 

’(S» 




oti 


£,s« 

"7 T 


i« fc* 

T + T 


I* A* 

T'*'“ 


,,r. ..P ..-/fl... 4A-I- dt 

A fl,,. * fl.,, — A s ^ j J, k‘ ds ‘ 


Donc l’équation (4g) pourra être réduite b 
IV.* Aaxéa. 
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( 5o ) 


(55) 


£ 

3 


A'i» 

. It’ dx' 
e 


+ p(A-Z.,. 




rf*^ 
(/<* ’ 


ou , ce qui revient au même , 5 




8 1 


1 d ( ■ 

. \ — / ' I ' 

\ rf’'î- 

3 *• 

r 

dx* 


A* j ^ A 

•j dt' 


Ajoutous qu’après avoir fixé la valeur de ù l'aide do l’équation (54) > on conclura de» 
ronmiles (5g) et (48) 


(55) 




;• *• 

llJL'iï 

xtl " 
"c* r 


Concevons 5 présent que la vergo élastique soit extraite d’un curps solide qui cesse 
d’olTrir trois axes d’élasticité rectangulaires et parallèles aux axes des x, y. En 
raisonnant comme ci-dessus, on établira encore les équations (56), (48), (4g)> Seule- 
nient les valeurs de D„, , , F,„ ne seront plus fournies par les équations (s4) 

et (a5), ouxquelles on devra substituer de nouvelles formules que nous allons indiquer. 


Si, dans les équations (5o) , et dans celles des équations (5i) , (5ï) qui ne renferment 
pas les fonctions El,, , F,„ , on néglige les termes proportionnels au carré de A 
nu de i , on obtiendra non-seulement la formule (36)« mois encore les suivantes' 


(56) 

n — 

•*» * 

c... = — P. 

■' *<■ 

E,„ = 0 , 

_ r 

^ c*« — 0 • 

(57) 

» 0 f 

Gii = 0 » 

Duti 0 » 

0 î 

(58) 

ts 

• 

II 

e 

0 , 

Dt la 0 ^ 

F,,a = 0. 


De plus , si , après avoir remplacé , dans les formules (S) , (6) do la page a , les variables 
_r . * par r , r' , on y développe les quantités î, », ç, A , B , C , D , E , F 
suivant les puissances aKondanlcs de r et r', on en conclura 
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( 5» ) 


(5'J) 


! ^cia 

B„.= 
^'•1» = 
Z)., 

E. , 

F. , 

U. 


+ f>i,.. + eÇo,, + u(n.„ + Ç,„) + T à x ~ ’ 

= f-^+b,.,.+d;.„+u'K..+î„o+T'(-!Î^ + ?...)+v(-^+ç..,) . 

= e — ^^ + d»,..+cï,,, + »'(ii,,, + ï,,,) + v'^— +ï..,j+w*| ’ 

V.+î...)+e(-^ + ï...) +“ + • 


:T— 5 — +V'-1.,.+ Ï*5.,.+W 
ax 




dx 


,(Co) 


B. , 

C. . 

D. , 

E. . 

\f„ 


- +W^flil#+W*lîo»i + ''^(**«ti + CiM») + U I — +Ç®»ij ^ [ f/x * 

I = e -^^^+dii,,, + c!;„,+ u*(ii„,+î,,,)+f*^— +î.i.j+w'^- + ?,,,j , 

’Ç...+d(ii,„+i:,„)+w'^-^^ +ï.„j , 


dx 

^ foi I 

dx 


+ u >Jm, + U 


(6i) 


'Z, I® — 

B„, = 

c,,„~ 

Z)n® 

E, 


»-^j^+T%.,.+vX..+w*(»®.'.+Ci.O+o(-^^^ + t«-) + “ + • 

w— +w'«,„+w'lU.»+*'(>i®i®+<!i>i)+u ^ ^ — ■*■*■■•■) ’ 

a — + f'»i® + CÎ..I + u(n.,, + Ç.i.) + V — + 5.tij + w — + !®t®j . 

f — bn„®+dï,,, + u'(»,,,+!;,,®)+»'|— — +ïntj+w — + ï»»»j • 

e — ^j^ + d>i„®+cî,ii + u'('i,,,+ç,,®) + v*^— ^ — + ?•••! • 
+d(«.„+ï..®)+Tv'(-^ + ï...) +»'(-^+f...) . 


dx 


-+u'u,„+u*ï;,,.-i 


' F 

% • * 




= V-^^^+v'«„®+T'Ç,„+W*(i,„, + !:,,®)+c(-^^^+f,„) +U +{..®j 

’ç...+v'(,...+5...)+u(i^ + ï...) +f (^ + ï...) 


d^if« , 

® =w — + W r.„,+w 
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Cela posé, adoioUons que l'on substitue les vulcuri des fouctions 

(ti3) iV.. 

tirées des rormiilus (Ô9) dans les cinq équations (36) et (56). ün pourra de ces cinq 
équ.ations déduire les valeurs des cinq quantités 


r du»,. 

«t<» . ««Il -f 4i.. , • ' r 5»,i J — r -T-Çi-o* 


(63) 

ciprimécs en fonction de 


(C4) 


dx * 


dx 


P et ÿ. 


dx 


l'.n opérant de cette manière, on retrouvera nécessairement les formules (î 3) et (4 ï) 
des pages so et 5», savoir. 


(65) 

( 66 ) 


Çif# "f" 


ïo.i + 


dx 

di., 




df.,. 

dx 


• + n', = l 


dx 


dx 


fi dçot« , ^ dÇ, 

— : Hii. . i:«M = C 


dx 


dr 


+ ! 


n , tl , II, , n, étant des fonctions linéaires de P et de délerniinées par des 
équations semblables aux formules (ïi) du la page (20); ci, pour fixer ensuile la valeur 
de 


Xoji *4“ üif., , 


il suffira de combiner les équations (65) , (66) avec l’équation (56) présentée sous la 
forme 


(67) U +u'a.,.+ u*U., + d(,... + 5„.) + vv*j.^+?...) 

( dx 

en sorte qu’on aura ‘ 


, u + u'l + u*'C+v'lt + vv'fi 


« *T“ '*110 ' --iT. , , 

(68) 

u'll*+u'il, + v'll'+ ir'll. 

dj: 

l d • 

1,’équation (68) estcJle qui, dans riiypollièsc admise, devra remplacer le svsièüie des 
formules ( 24 ) et (ô6). D’autre part, si, apres avoir substitue les v.deurs de * 
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( 55 ) . 


ÇGy) ^9'i * ^0*1 t /^Oll * 

liréc» de» ii|iiatiün» (6») , dan» les formules (S;) , on déduit de ces furmules les videurs 
de 

rfç».. 

(ÿo) n,., . C... . r,„,, + î:..i. — 7— 

ux 


pour les siibslituor 5 leur tour dans la dernière des équations (Go) , on obtiendra un ré- 
siillat de la forme * 


(/') 




dx 


h 


I d finit 

\ dx 



g , h désignant des coeilieienls qui dépendront des constantes n,b,c,d,c,f, 
Il , T , \v , u', v', w', u*. V*, w*. Pareillement les formules (58) et (G 1) donneront 


(;*) 




(• 




j , i désignant de nouveaux coeflicients analogues 5 ceux que renferme l'éqiialion (71). 
Si maintenant on combine les formules (71), (7a) avec Ics'furmulcs (48) et (4<j) • <>n 
trouvera snccessivcibent 


(73) 



i dit.. 
i tij; 


«t I I if (Çito “ ») 

h d» dx 

^ * 

i b 


{;4) 




a A * î ’ 

7^ li^ 


I d%ttrt P d^ntt '^(t*il® “ lîoi 1) I 

idc h rf J "■ ilx ) 


(■3) 


A*i* 


3 i* 


^ ! 

Il 


d’(<.t,n-nn„) 

1 

« 


dx’ ‘ 


h * rfi’ j 






dt‘ 


- v‘i 


puis on en conchira, on ayant égard 5 la première des équations (65) et è la première 
des équations (66) 


r 
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. ( 54 ) 

I 4 /<'«• ( , /i I. g 

j dx' 


(76) 


h 


1 j 

• dx' h dx* I 


n/* 


Les l'ormulcs (C8) et (ÿC) scrïlronl i déicrminer les deux inconnues quand 

on aura fixé, é l’aide des méthodes exposées dans l’un des derniers articles les valeurs 

de Ç... . -5 "lire, les déplaccmenU d’un point situé sur l’axe de la 

Tcrpc élastique. Ajoutons que l’on tirera des formules (48) , (71) cl {72) 


(77) 


T + T 


(A’/dï... , 

i dîi.o \ , i* 

rflîsH 1 

U s 


j h ( t/x 

i dx \ 

, dx 


— il 


ou , ce qui revient au même 
{78) L.. = - 


/i> 

/dï.io 1 i* , 


g d’U.\ 

T 

\ (Au i dx’ i ' 

\ dx 

h dx^ } 


A • /» ^ ^ ■ » 

ct que l’équation (78) , étant jointe aux formules (88) , (76) , fournira le moyen de dé- 
terminer l'inconnue 5,,. . 

Les formules (G8) , (7O) , (78) se simplifient, lorsqu’on suppose chaque point de l’axe 
des X immohilc pendant la durée du mouvement, et les pressions P, îf réduites 
h zéro. Alors en elTct, les quantités 

Çosi, , »î«,o , Ço,Q , n , n“', II, , 11, 

étant nulles aussi bien que les pressions /> , î , l’équation (68) se réduira simplement 
à la formule (37)» posant tic nouveau 


t' — Çiio — f 

on tirera i de la formule (76) 


(79) ^ 


f/ 

— -fp(A’/î.,. — I»r„.): 


:p(/.. + f.)-^, 


ou, ce qui revient au même. 
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( 55 ) 


8 

1 


_ * 4. ' \ 

3 

(• A* rfai* 

... 

A’ / ^ /l'J dr 


a.' de la formule (78) 

( 8 .) 

Daus la môme hypothèse , 00 aura encore 


i* A* 

” i* A’ rfj ■ • 

T'^ir 


(8a) 


Çojl — O y ^Ifa O y I4|yu_~0y Çoyi 0. 


Par suite les formules (71). (72) donneront 



et les formules (8) se réduiront aux formules (10). 

Il est maintenant facile d’apprécier le motif qui nous a déterminés A conserver les 
termes proportionnels au carré de h ou de s, dans les formules (4o) , c'est- A-dire, 
dans celles dw formules^ (^1), ( 3 a) qui renferment les fonctions £,,,, F.,,. Eliec- 
tirement, si l’on négligeait sans exception tous les termes dépendants de h et do i 
dans les formules ( 3 i) , (Sa) , on en déduirait non-seulement les équations (87), (ô8) , 
mais encore les deux soirantes ' X ù 

■ . t 

, 1 ’ 

^ ou n * 

et l’on conclurait de ces dernières, combinées avec les formules ( 83 ) , 


Or l’équation 


ï... = 0 , 




exprime que l’angle 'I' est indépendant de l’abscisse x , et cette circonstuncc ne 
peut s’accorder arec le mouvement d’une verge tordue, mais seulement avec le mou- 
vement d’une verge qui tourne sur ellc-mémc. Donc , pour découvrir, dans tous les ess , 
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( SC ) 


Ips pliénoiiiènes qui r<Ssull«nt de la tonion d’une verge diaslique . il c^l m^ce.-i'iiirc de. 
conserver les termes proportionnels au carre de h ou de i dans les rurinule-. (^o) ; ce 
qui retient h supposer que les fooclions 


F... . F... 

acquièrent des valeurs numériques très-considérables relativement it relies des quantiléa 


r 'Il 

' dx 


que renrerinent les fonctions F,„ , E,„. 


Lorsque les forces accélératrices F , Z deviennent constantes, les quantités 1 '.,, , 
Z,„ s’évanouissent; et alors, en faisant, pour abréger 




». 




;i^ = T(T + T)(Tr+7). 
on tire de la formule (Sé) 

(8ô) 


</» + 

V* I. 


di’ 


% 






Dans le cas particulier où la verge est extraite d’un corps solide qui oiTre trois axes 
d’élastirité rectangulaires et parallëlos aux axes dos x , y , ; , les formules (71), 
(7s) so réduisent aux formules (i5) , et l’on a par suite . ’• 


[8Ü) 

(87) 


i = e, h=f. 


ft 








al . o.'l 

Bnlin , si l’élasticité du corps solide est la même dans tous les sens , on trouvera ' ' 


(88) . e = f, 

et la formule (87) donnera simplement 

(89) 




1 5 (<»+*■)» 

pU* "Sf i*A* 


Les équations (08), (76), (80), etc., subsistent pour une valeur quelconqœ de 
I abscisse x. Mais, lorsqu’on veut cflcctucr la détermination complète des inconnues 
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(.*7 ) 

n.u > > il Cnul ^ Cf* üqualioQg en joindre d’aulrc» qui *c repporicnl aux deux 

uxlrcuiiti^ de la Tcrg;e dlaaliquc. Concevons , pour fixer les idées , cetto^vo rge terminée , 
dans son état naturel» par deux plans perpendiculaires !t l'axe des x, et qui sup- 
portent en rhacnn do leurs points une nouvelle pression désignée par p. On aura, 
pour ces niéraes points 

(90) A = — p, F = 0 . E = 0 , 

quelles que soient les valeurs de r, r' ; et par' suite 

(9O F'.,. = o, E,„=:o: 


puis on tirera des formules (91) comi>iuées avec l'équation (74) 


(»•) ■ 


i d?, 


g «fï, 


dx 


dx 




dx 


Ajoutons que, si, les pressions extérieures étant milles , l'axe de la verge reste immo- 
bile, la condition (qs) pourra être, en vertu des formules ( 38 ) et (8>), réduite il la 
condition plus simple 


( 93 ) 



Le* formules (ga) et (g 3 ) sont relatives au cas où l'on snppoac libre* le* deux extré- 
mités de la verge élastique. Si ces deux extrémité* devenaient fixes, ou plutôt, si,, les 
extréiiiilé* do l'axe étant fixes , chacun des points renfermés dans les plans qui ^rininent 
la verge était assujiaii de manière è rester toujours placé sur une même droite parallèle 
è l'axe , on ,aurait , pour l^s abscisses correspondante* tnx plan* dont il s'agit , non-tcu- 
Irment » 

• I fl O-,. 

(9*1) , a*,* = 0 , Cv* — C j| 

mais encore - • - ^ 

(9Ô) ■ a = o, C=BO, ■ ii:>i 

• • '»i 't -'nttei -ij ^ < n, * . ■' 

quelles que fu.-sent le* valeurs de r, r', et par conséquent ^ 

(9®) ViiM^^O, l||,,^=0. ^ 

n 

' \ 

Donc, en supposant l'axe immobile et les pressions extérieures nnlles, nii Iroiivcnit , 
pour les deux extrémités de In verge , 

(97) 

IV*. AXXVt, 



a 
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Si l’oif «oolïit (McouTrir les phénomènes produits par la torsion d’une rorgc éhistiqae , 
non plus dans l'état de mourement, mais dans l’état d’é<|uilibre, il sulllrait de supprimer 
les dérivées relatives & t , savoir 

ar “ </<• ‘ 

dans les é<]ualions (76) , (8u) , ( 85 ) dent la dernière se réduirait è 


(98) 



Nous ajouterons ici une remarque importante. Si, après avoir coupé la verge, prise 
dans l’état d’équilibre ou de mouvement , par un plan perpendiculaire h l’axe des a; , 
<-t correspondant à l’absciise a > , en eensidère le système des pressions ou tensÎMS 
supportées par les divers éléments do la section ainsi formée; i ce système correspondra 
une force principale dont les projections oigébriques sur les axes des ao , jr, s seront 
évidemment représentées par les intégrales 


(90) J' J' /fdr'dr, J' J t'dr’dr, J' J' Kdr'dr, 

l’t un luonient linéaire principal dont la projection algébrique sur i’oxe des x sera 
exprimée par l’inlégralu 

(100) O ' f'f {rg — r'F)dr'dr. 

pourvu que Pan fasse coïncider le centre des moments avec le point où lu plan sécant 
rencontrera l’axe de la verge. En d'autres termes , l’expression (100) représentera , au 
signe près , ce qu’on peut nommer le moment do système dos pressions ou tensions ci- 
dessus mentionnées par rapport ii 4’axc de la verge; le moment d’une force par rapport 
h un axe* n’étant autre chose que le produit de celle force projetée sur un plan per- 
pendiculaire à l’axe par la plus courte distance entre l’axe et la droite suivant laquelle 
ollo agit. D’autre part, si, dans 1 rs intégrales (gq) et (100), 00 si^ttituo , po«r A . 
/■' , E , leurs valeurs approchées fournies par les équations 

(ml) ^ B, ,r , , E ^ -4"^ , 


* La clSûaition ce niomcDt, placée au bande la page >36 do trouième vulune , convient oeulcnicnt au cai 
ub la force ent conpri.e daov un plan pcrpendiculatte à I'mc. 


S 
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(59.) 

CM int^ales «Icviendrojit njapecli^cment 

. ^ % 
(loa) 4^0*»/*** 4 ^**m^*<. 

et 

(io5) f' f' {r‘E,,.-r'l\,.)dr'dr = ^{k'E.„ — i'I'\,,)hi. 


Dune, en verlu de la formule (74). l’ffltpreaaiou (loo) pourra êlre remplacée par le 
produit 


y*’-: 1 

1 i 

6 


^ f 

l' A* 

i da 

h 

/» ’ iùc 1 ■ 


T-**T 



> -’i# ' ' 


. -41; b 


ii.iiv*. 


• 1 ; U ■ ^ 


(>«4) 


Dana ée cm parliealier o6 iw déplaeemvtla 4 m iptintf aiiuéa aor^'axe de la rorge loot 
■uli, ainai que les preaaiona «xléncurea, le produit (io4) ae réduit é 


(loS) 


~h*i* 

O 






A* ^ du 

h 


Dans le mémo cas, si l’on applique é une extrémité libre de la verge une force dont la 
direction soit comprise dans un plan perpendiculaire & l’ake , et dout le moment, par rap- 
port é cet axe , soit désigné par* 3C. , si d’ailleurs On suppose le point d’application dp 
la force lié invariablement avec les autres points du plan, ou du moins avec cqnx qui se 
trouvent placés sur la baso de la verge élastique, on aura, pour l’extrémité dont il s’agit. 


(,o6) 


A* 



Pour montrer une application des formules précédentes considérons d’abord l'équi- 
libre d’une verge rectangulaire qui, dans l’état naturel, oit pour axe l’axe des je , et 
qui offre une extrémité fixe , Paulre extrémité étant sollicitée , comme on vient de le 
dire, par une force comprise dans un plan perpendiculaire b Toxe. SM’on suppose les 
pressions extérieures nulles , ainsi que la valeur de œ correspondante b l’extrémité 
fixe, et Im déplaooments d’un point quolconqoe 4« l’axe, ai de plus en nonwie u la 
longueur de cet axo, on devra intégrer l’équation (98) de manière b vérifier pour ce =; o 
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l;i condition (<)7)i et pour x — a la condition (lofi). Or on tirera de l’é<]uation (<j8) 
rdunie it la condition (106) , 

U'i 3 ,X / i’ . A’ ' 


(>>»7) 


Ï7~T« "PT»"! i h / ’ 


et de l’équation (107) réunie à la condition (97) 

. . 3 lK_ 


(108) 


lü A» 


— (t ■+■ \rr- 


Il iuit de cette dernière formule ■.* quo rincounuu ]> , ou l’angle de tension de la 
verge rectangulaire, mesuré dans un plan quclconqiie perpendiculaire il l’axe, est en rai- 
son directe non 'Seulement du lu distance qui sépare ce pKin de l'extrémité fixe, mais 
encore du inumeut de la force appliquée A l'uxlréinité liliru , 3,* que , si In section trans- 
versalu de la verge varie eu demeurant semblalile ù olle-iuâme, l’angle i|i rariera ea 
raison inverse du carré de l’aire de cotle section, ou, ce qui revient au même, en raison 
inverse de lu quatrième puissance de l’épaisseur ah ou ai. Ces résultats, semblables 
h ec;ux que M. Poisson a obtenus, en considérant la torsion d’une verge cylindrique A 
base circulaire, subsisteraient pareillement pour uno verge cylindrique ou prismatique A 
base quelconque. Lorsque les épaisseurs ah, ai deviennent égales entre elles, la fur- 
mule (108) se réduit A 

(•09) 


\jonlniis que , si l’épaisseiu- ai devient très-petite relativement A l'épaisseur ah, ou 
aura sensiblement 


(MO) 


+ = 


5 iK J 
16 h Ai* 


Donc alors l’angle, de torsion sera en raison inverse de la plus grande épaisseur et du 
cube de la plus petite. 

Concevons A présent qu’après avoir tordu la vorgo éla>tiquu , en laissant A sa place 
i.h.!qiie. point de l’axe , on abandonne celte verge A ellc-méiuu sans lui appliquer aucune 
force. Le.s variables 5,,, , r,„, , conserveront drs valeurs nullcs pendant toute la 

dnrt-e 'du uiomepienl, cl la verge exécutera des vibrations tonrnantrs dont les lois setrou- 
vcronl exprimées par l’intégrale de l’équatiuii (85). De plus , les vitesses initiales des dif- 

l'éifUls points de la Vf rge éUul supposés nulles , les valeurs de ~ eide —, tirées 

des formulos (10) et (58) , savoir 
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( 6i ) 


r ■■ - ■ ■ - 
fit 


fit 




fil 


éi^ 

~ar ’ 


tlevroot s evuüduir à Torliçine du mouvement» quel» que 5oiei)l r et Rtrcon>équeul 

‘ rf.i ^ 

la valeur ioiliolc île — - devra se réduire à zéro. Suit d'ailleurs f(x] la valeur 

initiale de l'Boglo Si lea deux estrémilédo la verge élastique resieut libres , Téqua- 
lion (8â) , intégrée de raaiûère que la condition (q 3 ) soit remplie pour x = o et pour 
x = <î » donuero [voyez, dans le troisième volume» la formule (i i8) de la page 268] 


(.11) 


X ^ nirUf nnx 

: — a cos co s 

a a 


nx P* 
a Je 


cos f{(i)rf/i . 


le signe S s’élendant i toutes les valeurs entières positives nullcs ou négatives de 
n. Si, au contraire, les deux extrémités de la verge deTiennenl fixes, il faudra subs- 
tituer la condition (97) è la condition (93) , et par suite la valeur générale de. sera 
semblabre h la valeur de fournie par l’équation (ii4) Ji* 268 du troisième 

volume , eu sorte qu’on aura ' ». ■ < 


(lis) 


. I ,, -nirllf , niT* f" . niru , , 

i — — Sco» sm / sm 1 — f(a)<£u. 

a a a J , a 


Il est facile d'assigner la nature de la fonction f(æ)> qui réduit U valeur de i 
fttiirntc par l’équation (1 1 1] è nn seul terme de la forme 


(1 15 ) 


, 0 tlirftr llïrjr 

f = - — CM — ■ ■ ■" CM ^ 

a a a 


n désignant une valeur particulière de n , et Q une quantité constante. Kti ellct. 
pour y parvenir , il sulTil de poser ( = 0 dans l’équation (ii 5 ) qui donne alors* 


(>■ 4 ) 


f(a^ = — cos 




et l’on peut d’adlcur. s’assurer a poêleriori que, si l’un substitue dans l’équaliuij (ni) 
In valeur de f(u) tirée de la formule (1 14 ), savoir 


0 ttirii 

— COS 


OU lelroiivcra précisément l’équation (ii 3 ). Ajoutons que l’équation (ii 3 ) expiiine un 
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{ 6 . ) 

mouTemeiil régulier de la verge éleelique, dao> lequel lea méiuet vibrationi touruaotes 
MS reproduiaent périodiquement , la durée d’une vibëalioa étant le valeur de ( donnée 
par la formule ^ 


(nS) 


itwor 


Le aen oorreapoodant k un mouveaent de celte eapèca e pour meaure le nombre af(a 
des vibrations exécatées pendant l’unité de leinpa, o«,ce qati rersant an même, la va- 
leur de déduite de In formule (iib). Or on tirera do cette formute, en écrivant 
n au lieu de n , 


(116) 



Si l’on veut maintenant déterminer les nombres de vibrations tournantes correspon- 
dants aux sons les piQs graves que la verge élastique puisse rendre, ilsulEra de prendre 
successivement - n = 1 , n=a , n = 3 , etc....; et l'on trouvera en conséquence 


(>> 7 ) 



10 




’ etc.... 


On arriverait encore aux méotes résultats en parlant de l’équation (1 it) . c'est-é-dire , 
en considérant les vibrations tournantes d’une veege dont les deux extrémités seraient 
fixes. 

Si, dans la première des fermules (117), on sobslitise la voleur de n tirée de 
l’équation (84). on trouvera, pour le nombre des vibrations toarnantes qui corres- 
pondesrt au son le plut grave. 



Donc le son dont il s'agit rst réciproqneanent preporlioanel k la longueur de la verge 
éiastiqiio , et il no change pas , lorsque les époisaeavs vé , as oroisaont ou ifimiMent 
dans le môme rapport , c’est-k-din: , lorsque la section transversale de la verge varin en 
demeurant sviiihlabic h clle-méinc. Ces conclusiens sa trouvent confirmées par des ex- 
périences do M. Sarart. Lorsque les épaisseurs sA.it deviennent égides entre elles , 
la formule (1 18) se réduit k 
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s( 68 ) * V 

Jlii T*- 


■ V.*i . 

i .■• 


(..9) ‘ •> ^ = îî7(ïï^|-I* ’ V = 

D’autra part, li l’on iiippoM la wifgo estrsile d’un oorpa »oliJo doot^l’^uliaid 

mémo en Ion* teîi* , on anra ' -^i -W; - > 

* t. . if • . >’* ■ "^v 1 i : ■ ^ 

t V'* ^h::^i=ié=,f^>' ^ ' * f 

• *' . •-n> V J à"*"'- ■* ■ 1 -T- . -a> 


»»■ 


et par conséquent les formules (1 18) . (119) donneront respeclivement . 

'■ ■> 

• ... . , ,.r, 

•» M -t .H •« 

(.a,) • • ■• / 

' ' - \6p/ a -, J- 

»i - « a - 

D'ailleurs , si, dans la mémo hypothèse , on fait ribrer la vurgu élastique longitildiaâlB> 

ment , et de manière que le son produit soit le plus grave possible, le nombre iV des ' 

vibrations longitudinales sera déterminé par la formule (78) de la page 19 et la formule 

( 4 y) de la page 40 , c’esl-è-dire , que l'on aura ^s.’. . ,*y,. ^ ; 

• * • • ï .. d*‘s f L- • J, U -i' 4 l* ^ , 

(l'aal - > . *. a tI' i 

*' • ■»' .i. - f • - f r* • * ", T* 

• . . . , . „ i. î^;. 

Donc par suite on trouvera, en prenant h = s ,>,••• . ' , i- ' I 

. . »* Wlt.;- • -é 

' y - ^ • 

iv I - ■ • 

(<i*) . * — = -»/.s = *.9564 

Enfin, si l’épaisseur ai devient Irès-polile relativement è l’épaisseur^ tA.^l’équa- 
tion (1 18) donnera sensiblement . .’ . 

■ * * • - ■ - .-y f Sh \ f i J* ‘ , 

• , / . . ^ .tIsp]' aA * . ; ' ’ ■*•• 

b » “a-* ^ ’ jÇ * -> • 

et l’on en conclura, en supposant que l’élasticité du corps reste la même en tous sens , 

' i.- > . •■ ■ •> -i’ ”’-s. ■ 

„.i, . . ..î5Vj. ,...^^-y ;î.:_ .. 


A;.- 
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Donc' lésion le plus grave produit par les vibrations loumaales d'snic 'verge et . 
-tcctaflgtilaire, ou, en d'aulres termes, d’une plaque dont la largcur.est peu considé-^ 
table, varie en raison directe do l'épaisseur do cette plaqoq, et .en raison inversé du * 
'prodqit de deux autres dimensions, ou, ce qui revient au même,,co iraison inverse de 
li^ superficie de la plaque. La loi que nous venons d’énonoer est précisément celie que 
M.’ Savarl a découverte, et laquelle il a été conduit par l’expérience, ainsi qu’on peut ^ 
le voirdans le tome XXV «les Annales de physique et de chimie. 

- - I ' M 
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SUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 

* < 

ET SUR LA THÉORIE DE L’ÉLIMINATION. 


CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES. 


On a beaucoup écrit sur la résolution des équations numériques et sur J’élimination. 
On sait en particulier que la première de ces deux questions est l’objet spécial d’dn ou- 
vrage de Lagrange , 'dans lequel cet illustre géomètre a présenté, pour La détermination 
des racines réelles d’une équation de degré quelconque , une méthode fondée sur la con- 
sidération d’une équation auxiliaire, dont le degré est généralement plus élevé, et dont 
l’inconnue a pour valeurs les carrés des dilTérences entre les diverses racines de la pro- 
posée. On se sert de cette équation auxiliaire pour calculer une limite inférienre à la plus 
petite dilTérenoo entre deux racines réelles. J’ai fait voir dans VAnalyts algébrique [note III ] 
qu’on pouvait arriver au mémo but , en considérant seulement le produit de toutes les 
dilTéreoces des racines. Mais , pour tirer un parti avantageux de cette remarque , il restait 
hsindiquer un moyen facile do former le même produit. Au reste, dès que l’on connaît ‘ 
une limite inférieure à la plus petite dilTércnce entre doux racines réelles, on parvient 
sans peine non- seulement è calculer le nombre de ces racines , mais encore A en obtenir 
des valeurs de plus en plus approchées. 

* 

Une autre méthode , également applicable à l’évaluation des racines réelles et des ra- 
cines imaginaires, a été donnée par M. Legendre, dans la seconde édition de la Théorie 
des nombres. En suivant cette dernière méthode, on réduit la recherche de l’une des 
racines de l’équation proposée à la résolution d’une équation binôme, résolution que 
l'on opère 6 l’aide des propriétés bien connues des fonctions trigonométriques. D’ailleurs, 
en s’appuy.mt sur la même méthode, on prouve directement que l’on peut sotislàiro i 
line équaliun de degré quelconque par une valeur réelle ou imaginaire de la variable. 

A la vérité, la démonstration que M. Legendre a donnée de celte proposition, et qu’il 
coosidère comme s’étendant à toutes sortes d’équations algébriques ou transcendante^, 
parait sujette A quelques difficultés; mais on peut les surmonter, lorsque l’équation est 
algébrique dans tous les cas possibles, et lorsqu’elle devient transcendante , en apportant 
quelques restrictions A la proposition dont il s'agit, comme je l’ai fait^voir dans les Leçon» 
sur le Calcul différentiel. • 

IV.’ knniu ’ ‘ ‘ . lo ' 
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. ( 66 )■ 

Ou pourrait citer encore dirertci méthodes relatires à la résolution des équations 
numériques et développées ou seulement indiquées dans les ouvrages de Newton, de 
llallé , d Euler , de Lagrange , de M. Budan , de M. Legendre > de M. Fourier, etc. Mais 
ces mélhodrs, dont quelqueS'ônes supposent déjà connue la valeur approchée d’une ra- 
cine de l’équation que l'on veut résoudre, ou sont appuyées sur des théories étrangères 
aux éléments d’algèbre, par exemple, sur la considération des séries récurrentes, n’of- 
frent pas de règles certaines pour la détermination <k priori du nombre des racines réelles. 
On doit toutefois excepter les méthodes qui ont été annoncées par M. Fourier, dans le 
tome Vil des Mémoires do l’Académie des sciences, et que le nom dej’auteur recom- 
mande à l’attention des géomètres, mais dont on no pourra se former une idée précise 
qu’au moment où il aura publié l’ouvrage qu’il prépare sur cette matière. 

Quoi qu'il en soit, j’ai pensé qu’il serait utile, pour ceux qui se proposent de cultiver 
les sciences mathématiques, d’oiTrtr ici des méthodes simples et générales, à l’aide des- 
quelles on puisse déterminer le nombre des racines , soit réelles , soit imaginaires , d'uno 
équation de degré quelconque , et les calculer approximativement, sans recourir à l'équa- 
qualion auxiliaire dont l'inconnue a pour valeurs les carrés des dilTérenccs entre ces 
racines, et sans employer des notations étrangères à ceux qui ne possèdent que les pre- 
miers principes de l’algèbre. Ces méthodes , qui seront développées dans les paragraphes 
suivants , fourniront en même temps les moyens de simplilier la théorie de l’élimination , 
cl de lever les dillicultés qu’elle présente. 


^ I .” A'ur lu résolution des équations du premier et du second degré à ooef^eients réels , 
et sur les expressions imaginaires. 

Considérons l’équation du premier degré 

(>)■ a,x4-(i, = o, 

dans laquelle a , , a, désignent doux constantes réelles. Si l’on fait pour abréger 

(*) 

l’équation (i) , divisée par a. , 

* ( 5 ) 

et l’on en tirera 

( 4 ) . 




deviendra 

x-\- A = o , 


. — — A. 




Digitized-by Google 




( 67 ) 

Contiil^roDi moinienant l'équation du tccood degré 

(5) a,æ*4-a,®+'o, = 0 , < 

a, , a, , a, détignanl trois constantes réelles. Si l'on fait pour abréger 

( 6 ) • 

l'équation ( 5 ) , divisée par a, , deviendra • 

(7) ^aî “ 1- 5 — O. 

Avant de résoudre généralement cette dernière , examinons d'abord le cas particulier oii 
l'on aurait 

(8) ■ Az=io. . 

Dans ce cas, l'équation (7) ou plutôt l'équation binôme 


(9) 

donnera 

(10) 


X’ B~o 
œ’ = — B , . 


ot on la vérifiera , si B est négatif, 00 prenant 
(11) œ = ±V/ZT. 

Donc alors l'équation (9) admettra deux racines réelles , savoir, 

(11) sB = — , (i 5 ) i = V/rTfl. 

Ainsi, par exemple, l'équation binôme ' - 

(1 4 ) *• — »=o 

- offrira les deux racines réelles * 

J 

(15) x = — 1, (16) x=i. 

Mais, si B devient fositif, si l'on suppose , par exemple , B=i, l’équation (9) , 

* réduite è 

(17) ' *•+ 1 = 0 , ■ 
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% ( Ô8 ) 

ne sera plus rérilléc paraucune valeur réelle de x , puisqu'une semblable valeur rendra 
toujours la somme æ* i ëgalc ou supérieure il l'uiiité , et par conséquent positive. > 
Dans le même cas , les valeurs de x , données par les formules ( i s) et ( 1 3 ) , savoir, 

(i8) = (19) ’ * = 

ne seront plus que des expressions algébriques qui ne signilicront rien par «lles-mè- 
mes, et qui, pour cette raison , sembleraient devoir être exclues de l’algèbre. Néanmoins 
il peut être utile de les conserver dans le calcul. C’est en eflet ce qui résulte des obser- 
vations suivantes. 

En analyse on appelle expreuion aymboUque ou aymboU toute combinaison de signes 
algébriques qui no signilie rien par cllo-mêinc, ou è laquelle on attribue une valeur dif- 
férente de celle qu’elle doit naturellement avoir. Un nomme de même iquationê tjmbo- 
liqua toutes celles qui , prises à la lettre et interprétées d’après les conventions géné- 
ralement établies, sont inexactes uu,ii’out pas du sens, mais desquelles on peut déduire 
des résultats exacts en niodiflant et altérant, selon des règles fixes, ou ces équations 
elles-mêmes ou les symboles qu’elleat renfermeut. L'emploi de ces symboles ou de ces 
équations est souvent un moyen de simplifier les calculs , ut d'écrire sous forme abrégée 
des résultats assez compliqués en apparence. Or, parmi les expressions ou équations sym- 
boliques dont la considération est de quelque importance en analyse, on doit surtout 
distinguer celles que l’on a nommées imaginaires. Nous allons montrer comment l'on 
peut être conduit à en faire usag*. 

Soient 



plusieurs quantités réelles positives ou négatives. Si l’on multiplie les unes par les autres , 
les expressions symboliques 

(ao) + + eH'... , 

en opérant d'après les règles connues do la multiplication algébrique, comme si 
était une quantité réelle dont le carré fût égal à — 1 , le produit obtenu se composera 
de doux parties, l'une toute réelle, l’autre ayant pour coefliclent , cl restera le 

même , quel que soit i’ordre dans lequel on aura cITcclué les diverses multiplications. Or 
cette simple remarque peut être employée fort utilement dans la recherche des propriétés 
générales des nombres ou des quantités réelles, et fournit, par exemple, le moyen 
d’établir la proposition suivante, ^ 

1." TiiÉoaiiMB. -Si Con multiplie l’un par l’autre deux nombres entiers dont diacun^ 
soit la somme de deux cariés, le produit sera encore ta somme de deux carrés. 
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{ 69 ) 


(*') 


*’ + P*. T’ + #* 


le» deux nombres entiers dont il s agit , *“ » P* » y * , d" désignant des carrés parfaits. 

Ces deux nombres pourront être considérés comme résultants*, le premier de la multipli- 
cation des facteurs symboliques 

(la) » + PV^“i. « — pj/T,, . . 

le second de la multiplication dos facteurs symboliques ' 


(ï3) 

Donc le produit 
(» 4 ) 


, r 
V 




pourra être considéré comme résultant de la multiplication des quatre facteurs symboli 
ques 

(ï5) a + PV/"» » — 7+^1/^!.’ y — 

D’ailleurs, si l’on multiplie i.* le premier facteur par le troisième, i.* le second par le* 
quatrième, les produits ainsi formés seront respecliremcnt " • 


(a6) 


<ri — pi -{• {ai , «7 — P<r — (oJ -f- py) V/-"l J 


puis , en multipliant l’une par l’autre les expressions (a6) ,'on trouvera pour résultat dé- 
finitif la quantité positive ‘ _ 

(«V — W’ + («*4-W- . - *. . ’v’” * 

On aura donc . a.» 

(a?) («•/ — p'O’ + (m + h)’ = («* 4- p’Kv* + 3’) • 


Or cette dernière formule comprend évidemment le théorème i.". ' > 

' l- • 

Corollaire y” Si , dans la formule (sy) , on échange entre elles les lettres J et y , 
on en tirera 

• .jg ■ 

Il y a d«BC en général deux manières de décomposer on deux carrés le produit de doux 
nombres entiers dont chacun est la somme de deux carrés. Ainsi, par exemple, on tire 
des équations (ty) et (*8) 


' (70) 

Corollaire a.* Les formules (a;), (a8) subsislcnl ériderament dans le cas même oii les 
lettres «, p, 7, 3. cessent doxeprêscnler des nombres entiers, et désignent des quan- 
tités réelles quelconques , posititvs ou négatircs. ' 

Ou Toit, par ce qui précède, qu*il peut être utile, dans la rechercha des propriétés 
générales des quantités réelles, do considérer des expressions symboliques do la forme 

(39) • a + PV'-'- 

Une semblable expression . dans laquelle « , p désignent deux quantités réolles , est 
ce qu’on nomme une exprcuUm .rnagi^iVe ; et l’on dit que deux expressions imaginaires 

' T. • * 

. . • . - » • a+Py^*> y+^Vé’-‘ 

sept égales entre elles, lorsqu'il y a égalité de part et d’autre i.' entre les parties réelles 
a cl 7, a.* entre les coeOicienls de , savoir p et t. L’égalité de deux ex- 
pressions imaginaires s’indique comme celle do deux quantités réelles par le signe =; 
‘et il en résulte ce qu’on appelje une équation imaginaire. Cela posé, toute équation 
imaginaire n’est que la représentation symbolique do deux équations entre quantités 
' réelles. Par exemple , l’équation symbolique 

«4-PP'"'=V + *V^‘ 

équivaut seule aux deux équations réelles 

' a = 7, 6 = 4. 

. . • 

Lorsque , dans l’expression imaginaire 

.... V « + ?V^* > ' 

le coefficieul p de ■ s'évanouit, le terme pv/^ est censé réduit b léro, et 

l’expression elle-même ii la quantité réelle «. En vertu de cette convention , les ex- 
. pressions imaginaires comprennent comme cas particuliers les quantités réelles. 

Los expressions imaginaires peuvent être soumises, aussi bkn que les quantités réeHes. 
aux diverses opérations do l’algèbre. Si l’on effectue en particulier radditiao, la sous- 
traction ou la multiplication do deux ou de plusieurs expressions imaginaires, on obtiendra 
pour résolut une nouvelle expression imaginaire qui acm ce qu’on appelle la somme, la 

♦ différence , ou le produit des expressions données! et l’on se servira des notations ordi- 

* naires pour indiquer cotte somme, cette différence , ou ce produit. Par exemple , si l’on 
'donne seulement deux expressions imaginaires 
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on trouvera 

(30) 

(31) 

(3i> 


( 7' ) ' . 

ot + PV/i, 

(=■ + ?i/^0 + (ï + ^t/^0 = « + 7 + (P + . 

(»+PV^0 — (7+*V'~0=“ — 7 + (P — *)V^‘ > 

{« + Pv^-) X {y+i\r,) =«•/ - pi + H +P7)^^« • - 


Diviser une première expression imaginaire par une seconde , c’est trouver une troisième 
expression imaginaire qui , multipliée par la seconde , reproduise la première. Le résultat 
de cette opération est lo quotient des deux expressions données. On se sert, pour l’in- 
diquer, du signe ordinaire de la division. Ainsi 


7+dp'-'i 


représente le quotient des deux expressions imaginaires 
• “-fPV/n, 7 + 

Elever une expression imaginaire à la puissance du degré m (m désignant ùn nombre 
entier), c’est former le produit de m facteurs égaux à cette expression. On indique 
lapiuirsance m** de par la notation 


(“ + PV^*)'"- 


Ainsi, an particulier, la notation 


i-+p\r>)' . ' 

représente le produit de l’expression 'a + P\/~ par elîe-mcme. 

On dit que deux expreuions imaginaires sont conjuguées l’une k l’outre, lorsque ces 
deux expressions ne diflèren^l entre elles que par le signe du coelllcienl de |/~. La 
somme de deux semblables expressions est toujours réelle , ainsi que leur produit. En 
effet les deux expresisions imaginaires conjuguées 


(as) 


“ + > “ — PV~' 


donnent pour somme la, et pour produit La racine carrée de ce pro^ 

duit; ou • 


(53) 
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est ro qu’on *iiouirao le modult’io chacune des expressions (sï). Pour que le module 
(55) s’évanouisse , il est nécessaire et il suffit que l’on ait en même temps a = o , 
ji — O , c’esl-i-dire , CD d’antres termes , que les expressions (2 a) se réduisent l’une et 
l’autre & zéro. 

Reiriiirquons encore qu’en vertu des principes ci-dessus établis l'égalité de deux ex- 
' prtêtions imaginaires entraîne loiiji'urs l’égalité de leurs modules. 

• Quelquefois on représente une expression imaginaire par une seule lettre. Cela posé, 
soit .. 

(S4) • a;=:p-4-qv'r 

une semblable exptession , p et 7 étant deux quantités réelles quelconques. On pourra 
se proposer d’assigner b ces deux quantités des valeurs telles que In valeur correspon- 
dante de X . véribc une équation donnée du second degré , par exemple , l’équation 
(7) (9)- Alors la'valeur de X deviendra ce qu’on nomme une racine imaginaire 

de l’équalioii (7) ou (<j]. .\jouUins que cette racine imaginaire se transformera en une 
racine réelle, dons les cas où la valeur de 7 sera nulle. Si l’on suppose on particulier 
réqinitiou (c|) réduite h l'équalinn (i4) ou (17), on la vérifiera évidemment en attribuant 
*.»i X l’une des valeurs réelles (i 5 ) , (iG) , ou l’une des valeurs. imaginaires (18) , {19). 
Donc ces voleurs représentent des racines réelles de l’équation (i 4 ) et des racines ima- 
ginaires de l’équation (i7). 

Revenons maintenant à l’équation (g) ou (10). Pour la résoudre généralement, c’est- 
b-dire, pour trouver toutes les valeurs réelles ou imaginaires de x qui peuvent la 
vérifier, posons comme ci-dessus a: = p - 4 - 7 v/m- Elle donnera 

(S.S) p' — q' + api/\/^ = — B, 

f 

et .*<' piirtnger.i eu deux équations réelles, savoir, 

(:><>) ;i> — 9» = — , 

Or on IIP ppul sûlislairp aux éfjiialions (oG) , par di:® vat^ur^ réullrs de p el de </ » 
qu'en suippoimni 



ou 


( 58 ) - p = o. 7* = fl. 

La prcuiitrc supposition n’est adniis.sible que d.ms le cas où l’on a 
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( 59 ) 

et l’on tire alort de* formules ( 07 ) 


( 73 ) 

B<o, 


7 = 0 , P = ± , 

(40) x = p + 7V/^ = ±V/ZrB • 

Au contraire la seconde supposition n'cst admissible que dans le cas nii l’on a 

(41) n>o. 

ot l’on tire alors des formules (38) 

p = o , q , 

(4*) • x = p + 7\/tr \/r7. 

Donc, dans tous les cas possibles, l’équation ( 10 ) admettra seulement deux racines, 

savoir, deux racines réelles fournies par les formules (is) ot (i3), si B est négatif, y 

et deux racines imaginaires, mais conjuguées, fournies par les formules J * 

(43) ® = — , 8 'v/T, ( 44 ) x = ,B'|/T. 

si B devient positif. Si la quantité B s'évanouissait , les deux racines de l'équation 
( 10 ) seraient égales entre elles , et chacune des formules (1 a}, (i3), (43), (44) donnerait • 

(45) x = o. 

Passons maintenant k l’équation ( 7 ). Cette équation pnuvont s’écrire comme il suit 


( 46 ) 

on en tirera 

( 47 ) 




Cette dernière, étant semblable à l’équation ( 10 ), se résoudra de la même manière; et 
d’abord , si l’on suppose • 

A' 


( 48 ) 


.= ou > B , 


IV. • xn.xéx. 
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elle (lounera 


( 74 ) 


(4'jr . ■ x + ^ = , 

et par conséquent 

(50) xz=-~±^^-B'. 

Donc alors l'équation ( 7 ) admettra deux racines réelles, savoir, 

(51) * = — -f — \/x — x = --^+\/^ — B. . 

Si l'on suppose au contraire 
(S3) . 


la formule ( 47 ) donnera 



et par conséquent 



Donc alors l'équation ( 7 ) admettra deux racines imaginaires, mais conjuguées l'une i 
l'autre, savoir, 

T> 

(,,li) X = — — (^7) X = — — )V"- 

Nous terminerons ce paragraphe en indiquant quelques propriétés des expressions 
imaginaires. Ces propriétés sont comprises dans les théorèmes que nous allons énoncer. 

s.* THfeoiiKME. La somme de deux expressions imaginaires offre, ainsi que leur dif- 
férence, un module compris entre la somme et la diff'irence de leurs modules. 

Démonstration. En effet soient ^ 

(58) a + pj/7, , 

. les expressions imaginaires proposées. Leur somme et leur différence 

(59) « + 7 + (?+^)1^4, »— 7 + 

offrirout pour modules les deux quantités 
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( ;5 ) 

(60) + + [«• + P‘-ï(o7 + fJ) + f + 3M^ 

Comme on mira d’aillcur», eu vertu de la formule (28), ‘ 

(61) (ar/ + 15J)*= ou <{a’ + P0(v’ + “') > 
il est clair c|ue la valeur oumérique de la somme 

• (82) • *7 + ?^ 

sera inférieure ou tout aO plus égale au produit 

Donc cette somme sera roufcrmde entre^es deux limites 

(63) -(«■ + ?*)*(•/• + '?■)% +(>* + ?’r(7' + J*)’- 

Donc, par suite, chacune des quantités (60) sera comprise entre les deux limites 

[st* 4. fi> — 9 ^/eT* '4lp»yÇ'‘4rj* + V* + J*]î = ± — y/^rqp ,ïT^ 


( 64 ) 




c’est-à-dire , entre la somme et la dilTércnec des modules des expressions (58). 

Corollaire. La somme de plusieurs expressions imagiuaires ofl're un module inférieur ■ 
à la somme de leurs modules. \ 

3.* Tiiéonlex. Le produit de deux exproeiont imaginaires a pour module le produit 
de leurs modules. ► 

Démonstration. En eflot , le produit des expressions imaginaires 
(58) a-J-pyr, , , 

étant lui-méme une expression imaginaire conjuguée à celle qui représente le prodeit ^ 
des deux suivantes 

(65) a — ^^. 1 , y — Jj/., , ' 

chacun des produits en question aura pour module la racine carrée de la quantité 
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( 76 ) 

• («*+?’)(V + >?■), 

(jul résullc de la mullipllcatioa des quatre fucleurs (58) et (65). Donc ce module sera 
équivalent 5 

(66) («• + f*)-(ï* + î*)S 

cVsl-4-dire, au produit des modules des expressions (58). 

CorotUure i." Le produit do plusieurs facteurs imaginaires 

« + 1 etç.._... 

a polir module le produit de leurs modules. 

(.'orollaire a.* Si, dans lis corollaire qui précùilc, un suppose les divers facteurs ima- 
ginaires égaux entre eux , et leur nombre égal à m, on reconnaîtra que la m' puis- 
sance d’une expression imaginaire a pour modilfc la m* puissance de son module. 

CorolUtire 5.' Comme le produit do plusieurs modules ne peut devenir nul, sans que 
l'un de ces modules s’évanouisse, et qu’une expression imaginaire dont le module s’éva- 
nouit SC réduit néci'ss.viromcnt 4 zéro; il est clair que le corollaire i." entraînera encore 
la proposition suivante. 

/).' TnfonKiiF.. /yc produit de plusieurs fucleurs imaginaires ne peut s’évanouir avec 
son module, qu’aulant que Cun des facteurs se réduit à zéro. 

ün établit encore sans diflicullé les tliéorûmes suivants. 

5' TiDioBiisn. Pour diviser une expression imaginaire par une quantité réelle, il 
suffit de diviser par celte quantité, dans C expression dont il s'agit, la partie réelle et 
le coefficient de j/T7. • 

> 

Démonstration. En ofiel , diviser l’expression imaginaire ' 

,* ’ ^ + 

par une quantité réelle •/ , c’est chercher une seconde expression imaginaire 

a:=p -l-7j/rr, 

qui, étant multipliée par ■/ , reproduise la première, eu sorte qu’on ait 

( 6 ;) y(p + q\/û)=a + ^l/r,. 

Or l’équation symbolique (O 7 ) équivaut aux deux équations réelles 


V . 
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( 77 ) ' 


• 


desquellei on tire 

et par suite 

( 08 ) 


tP = », '/7 = P . 


P = 


9 = — 
V 


® =P + 7V^ = — + — /T . 

7 7 


Donc, pour obtenir le quotient de l’expression imaginaire par la ‘quantité 

réelle f , il suflit , dans celte expression , do diviser par 7 la partie réelle cl le coef- 
ficient do »/T. 

6.* TaÉonfiiiE. Pour Uiviter une cxprrttion imaginaire u + pi/~ par une eæpres- 
$ion temblabte v + ij/TT , it suffit de multiplier la première par une troisième ex- 
pression imaginaire 7 — S\/~ qui soit conjuguée à la seconde , et de diviser le pro- 
duit obtenu par le carré du module de 7 + . 

Démon^ration. En effet diviser * + f par 7 + S^/~ , c’est eberchor une ex- 
pression imaginaire 

^=p+<n^ 

qui soit propre li vérifier la formule 


(69) 


(7 + ^ l/ô)x = a + P J/T, . 


D ailleurs, si l’on mulü'plic par 7 — les deux membres de l’équation (Cq) , elle 

deviendra ’ 


(70) 

et l’on en tirera 

( 7 ') 


( 7 ’ + «’)•* = (« + Pv41)(7 - , 


7*+^* ^ 


Or cotte dernière formule comprend'évidemment le théorème 6. 

SeholU. Si l’on développe le second membre de la formule (71) . en ayant égard au 
théorème 5 , on trouvera 


( 7 *) 


7’ + i* ^ 7’+d* ^ ' 


7 .* THioaÊMB. Les deux polynômes 
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/ 


(- 3 ) 


^a.x" 4- a,x’~' 4* ••• + a,i-iX 4- «„ . 
c.*" 4- c.x’-' 4- ••• 4" 4" <’- < 


dans lesquels a„ , a, , <i„_, , n«;'c, , c, , ... (r„_, , c„ désignent des eoeffteients 

réels ou imaginaires , ne peuvent rester égaux entre eux, quelle que soit la valeur réelle 
on Imaginaire de , li moins que Con n’ait 


(" 4 ) (i„ — c„, a, = c, a,_, = Co_i, fl« = c.. 

Démonstration, En cflol, si deux pnlynomcs (qô) rcslrnt é^aux, quel que soit »i , 
leur dilTdrencc sera toujours nulle , et l’on aura coiistamuient 


(;3) (u. — c,)u:"4-(<i, — + ••• 4" (®— i — c»-.)® 4* — c» = ». 

( 

Or on tirera de l'équation (" 5 ), i.’ en posant ® = o, 

(I, — c„ = o , a„z=z c„ , 

2.* en divisant le premier membre par x , et posant de nouveau a: = o , 


et ainsi de suite. 

Nous remarquerons encore, qu’étant donnée l’équation algébrique 

(76) a^x" 4- a,x“-' 4- a,a:"~’ 4- 4" 0.-1® 4" “ • 

dans laquelle n désigne un nombre entier quelconque , et a„ , a, , ... a„_, , a„ dos 
cocflicients constants réels on imaginaires, on peut toujours réduire & l’unité le cocQlcicnt 
du premier ternie. En eflet, si l’on pose 



ou, ce qui revient au même, ' 

a, — - a,A , a, a, B , ... Ui,_, — aj , Un — a,fé , 

l’équation (76) pourra s’écrire ainsi qu’il suit 
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( 79 ) 

. 4* ••• + /* + A) = O ; 


et, cnmaïc a, dtfTbro nécccsaircmcnt de zéro , lorsque a,x“ est lu prciuier lernie 
de l’équalion (7O) . on tirer* de la formule (7g) , réunie au théorème 4 , 


(80) 


X" + Ax”~’ 4- Bx"~' 4- ... + Z® -f- A = O . 


Dans le cas particulier où l’équation (76) est binôme ou du second degré, c’est-à-dire , 
de l’une des formes 

(81) » a.®"4-<*~ — O. 

(82) a.jj’ 4- «I® 4- “i = “ t 

alors, après la réduction du coeflicienl de son premier terme à l’unité, elle devient 

x" 4” A = O , 


(83) 

OU 

(84) 


X* 4- Ax ->f B = 0 . 


§ 2. Sur ht rcsolulion des iqualiont du premier et du second de^rc à coefficients 
quelconques, réels ou imaginaires. 

Considérons d’abord une équation du premier degré à coeflicients réels ou imaginaires. 
Si l’on réduit à l’unité le coeflicient du premier terme, cette équation se pré.sentera sou» 
la forme 

(>) 


X 4- = O , 


A désignant une constante réelle ou imaginaire, et l’on en tirera 




X =; — A, 


Considérons maintcDant une équation quelconque du second degré. Si l’on réduit à 
l’unité le cooIUcicnt du premier terme^ cette équation so présentera sous la forme 


(3) 


x'-^Ax + B — o, 


A , B désignant deux constantes réelle* ou imaginaire*. Si de plus la constante A 
s’évanouit , l'équation (3) deviendra 
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(4) ®* + jBz=o, ' • _ 

uu- ' 

( 5 ) ' x‘= — B. 

Donc aJon, en écrivaDt , au lieu de — B , a , et attribuant aux Icltrci 
des valeurs réelles , ou aura simplement b résoudre l’équation binôme 


(6) x- = «4-?l/n. 

é • 

Or on y parviendra sans peine , en opérant comme il suit. 

Désignons par p , q deux quantités réelles tellement choisies que 

(/) x = p + q{/r: 

soit une valeur de x propre à vérifier l'équation (6). Cette équation donnera 

^(8) , 
et par conséquent 

(g) p> — 7* = a, (lo) ipq = Pi 

puis on tirera des formules (7) et (10) 

{") x = p + ^V/~. 

ou , ce qui revient au même , 

(lî) «r = i + q|/tr. 

D'ailleurs les formuler (9) et (10) entraîneront la suivante 


(. 5 ) 


p» + Ÿ' = («* 4 -p*)^ 


que l'on peut aussi déduire immédiatement de l’équation (6) Jointe au corollaire a dq 
3 .* tliéoréme. Enfin l’on conclura des formules (9) et (i 3 ) 


(> 4 ) P'- 

et par suite 


(a’ + P’) ‘ + a 


(> 5 ) 


9 ’ = 
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(.6)- (.7) 

puii, eo subitituant la aaleur do ji dras la formule (■ i) • I* valeur de i/ dans 
la formule ( ■ a) . oo trouvera 

{•«) X = ± [ 4- ^ ’ r ^ I • ' 

■ [ a a (V'*’+#:* + a)‘ J • 


ou , ce qui revient au même , 




— — r— \/-i 


Donc l’équation (6) admettra deux racioea dont le* valeur* lieront reapectlvemeot 








a* a ‘ (|/**+î*+a) ’ 


ou, ce qui revient au niéroe. 


a'(t/.’ + *'-a)’ 








Dan* le ca* où p a’évanouit , l'équttion (6) se réduit k 


Dan* le même cas, oo tire de la fortBule (iS),«n tuppetani t.-. positif/ 

1 

(a5) 1 iexz±.^ , . . 

et de la fennoie (> 9 )> en suppoMol » iiégaHr, > 

' IV.* AUS'iE. 
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(»6) 


f 8i r 

x = ±(— a)V'> 


Ce» dernières s’accordcnl , comme on devait s’y ultendre., avec les formules (4<*) M*) 

du paragraphe i." ' 

Dans le cas où > s'évanouit , l’équnliuii (G] so réduit è 

(» 9 ) = , 

et l'oii tire de la foriniile (i 8 ) ou (> 9 ). i-° eu supposant p positif, 

(s8) , = 


V^- 


1 .* en supposant ^ négatif, 

(*9) • _ 

Ainsi, en particulier, les deux racines de l’équatiuii 

\ 

(30) a:* = ^/T7 
seront données par la formule 

/T \ i_ I+V/-I 

(31) aj = ±— ^ = 

VS 

et celles do l'éqaation 

(3s) «•= — v/7 

par lo/ormulc 


' I ' 


(35) 


.-l/r, 


t/T 


t/7 t/7 


i/:: 


Revenons maintenant h l'équation (3) , et sopposons que le coeflicient A cesse du 
s'évanouir. Cette équation pouvant s’écrire comme il suit 


( 34 ) 

on en tirera 

(35) 


nj):T rj-:,.. 


Or l’équation (35), étant de la môme forme que l'équation ( 6 ), se résoudra de la même 
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maniée, et fournira pour x-\-~ dca valeur» «crablable» aux valeurs de x déta|| 

minées par la formule (|8) nu (i 9 )> 

Exemple. Soit donnée l’équatiou do second degré 

(36) ■ — (5+4v/T)x + 6 + 8i/n’ = o. 

On on tirera . t , 

(5;) jx- (1 + aj/rr) j’=(|-+ >1/“)’- (6 + 8^/rr) =- ~ + . 

D'ailleurs , si l’on remplace x par x — dans le premier membre de la 

1 5 

formule (i8) , et si l’on pose en outre * = , p=:a, on tirera de cette formula 

•t 


(38) 

s 

et par suite 

(39) 


(4 +»v^j 


® = 4 + “ ^ (t ■ 

Donc les deux racines de l’équation (36) seront respectivement 

(4o) x = 4 + »»/“— œ=4+sv/" + (4+»t/~) = 3 + 4b/^. 


^ 3. Sur la réMiulion des équations binômes. 

1 

Considérons une équation binôme du degré n , la lettre u désignant un nombre 
entier quelconque. Si l’on réduit le cocfGcient du premier terme b l’unité, celte équa- 
tion se préseiitcra-sou» la forme 

(i) ■ x" + K = o. , . , 

K étant une constante réelle ou imaginaire, êt l’on en Virera 

(*) x"= — K. 

i ' ’ 

Donc , en écrivant , au lieu de — K, et attribuant aux leillres «, p des 

valeur» réeiUs. 'on ramènera l'équation (i)-à la forme 


V 
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(• ■ . * ;r- = a + Pt/r,. 

Or on prouvera faciloment que celte dernière peut toujours être rétuliic par des valeurs 
réelles ou imaginaires de la variable x. C’est en elTct ce qui résulte des principeaqiie 
nous allons établir. 

Supposons d'abord que le degré n su réduise h une puissance de a , c'est è-dire à 

l'un des nombres i, 4 i 8, i6 Alors l’équation (â) se trouvera réduite è l'une des 

suivantes 

( 4 ) x'z=a + p\/\/T, , ( 5 ) J!« = a+,îv/r, , (6) x*z=i + p\/Z , (7) , etc. 

Or l’équation ( 4 ) a déjà été résolue dan^ te paragraphe précédent, oit l'on a fait voir 
qu’elle admet deux racines de la forme p De plus il suffira de poser 

X'=jr, *Î* 3 :U, etc..., 

pour obtenir, è la place de la formule ( 5 ) , le svstimc des équations binômes 
t 

(8) x*=jr. = » + 

à la place de la formule (6) , le système des trois équations binômes 

;«j) x'—j, y' — :, + 

à la place de la formule (7) , le système des quatre équations binômes 

(10) x’—y, y’ = t, j* = «. u’=:x-{-p\/Ti ; 

I 

etc... 

D'ailleurs, la dernière des formules (8) étant semblable è l’équation ( 4 ). on en tirera 
deux valeurs réelles ou imaginaires de y; et, après avoir substitué successivement 
ce.s deux valeurs dans le second membre de l'équation x* =y , on déduira de celle-ci 
quatre valeurs réelles ou imaginaires de x qui seront propres à vérifler l’équation ( 5 ). 
Pareillement 011 tirera des formules (9) deux valeurs de i , quatre valeurs de y, et 
en définilivo huit valeurs de x propres è vérifier l'équation (G). De même encoro ou 
tirera des formules (10) seize valeurs do x propres <1 vérifier l’équation (7); etc...... 

Donc chacune des équations ( 4 ) , (S) , (G) , etc..: , oil'rira autant de racines que son degré 
renferme d'unités. On voit en outre que la détermination exacte de ces racines ne pré- 
sentera aucune difficulté. 

Supposons maintenant que le degré n soit un nombre impair. Dans celte 'hypothèse. 
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l'équalion (3) adiuctlra ccrlaiuemcnt une ou pliiMCurs roclnet réelles ou ininginsiros, »i 
l’une des quantités a, p s’évonouil. EneITet,soil 'im-f*' <>iie valeur iinpnire de 
n. On vérlGe.rn évidemment l'équnlion 

(11) *•=:., 
ou 

(la) x*" + '=i, 

en prenant 

(|5) Æ=I 


ou bien 


/ (*^t) 

suivant que k sera positif un négatif; et l'équation 

•f 

■ = ?V/r., 


(.5) 

OU 

(lü) 

üii |»reiii(Ut 








(■7) 


:=(—i)p"V^, onbicii (i8) i— (— i) (— 


suivant que p sera positif ou négatif. J’ajoute que, si , n étant iinpuir, les quan- 
tités I , P ne s’évniîuuissent ni l’une ni l’autre , on pourra encore trouver une valeur 
réelle ou imaginaire de x propre b vérifier l’équation (5) , ou 


('9) 


X" — {* + = o 


C’est ce que l’on démontrera sans peine en raisonnant comme il suit. 

Représentons par P + 7V^~ une valeur imaginaire quelconque attribuée b la va- 
riable X , par 

(vo) p+Q\/-={p+<i\/~r-{^+Pv^) 

la valeur correspondante du binôme 

(»') .®' — (* + fV,~) . . 

' ' ' ' 

rt }>or r, P , B les modules des trois cxpresslojis imaginnires 

* 

p + “ + P + Q\/~. 

en sorte qu’on ait , . . 
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(«) r = + ■ (’3) ' + (»4) « = (/»• + <?•)•. 

Lu module II de l’expressioit (»o) dmiendrn. rn vi-rlii du Ihéori'iiio s, fU|u'riour h la 
dillérriicf' 

(ï 5 ) r" — jj , 

«i l’on suppose r" > P , r > p" J et par cotisv()Uciil il jurp isscr» le module p , ti 
l’on U 

(s6) ‘ r>(ap)'. 

Au contraire II sera dfjuiialcnt il la valeur numéri>]iic du p ou de a, et par con- 
sdipicnt inréricur il p , ti l’on suppose 

(37) 7 = 0, Æ*=:p* = a, 

ou llll-ll 

« 

(a8) p=o, x"={l7^/^,)"=rfi^/^, . . 

Donc la plus prlitn valeur que puisse acquérir le iimdiilc II de l’exprettion (10) ou 
(s I ). tandis que x varie , est inl'éricure au moilule pdea + p\/“, et correspond 

à uiiu valeur de x diflurente de zéro, mais dont le modula r ne surpasse pas (xp)*- 
D'ailleurs, si l’on attribue à la variable x une valeur distincte de p -f- f t/T I cl 
irprt'sonléc pnr 

» /' + 7 + * " 

le binôme (si) se transformera en une fonction enlièrc de i du degré n, savoir, 
('-'9)‘ (p+vV'ô + î)'’ — (» + pt/ô) — /’+ÇV'^‘+"(P+7l''ô)"~’* + -- + "(p + 7t'ô)z"“‘ + »" . 


* La rormuio (a0) str imnicdiatemcot de l’équation (io) jointe 6 cellt qu’on uLtient en remplaçant 7 

par dans IVqiialion cminoe 

f«) (v+*)"=y *+«7 •**"•«+. — *+**•. 

Au retle« IVmplot que noua faisons ici de U forcnalc nVxl^ pas qne l’on délcnnine Ira ctteflirient» de imite* 
le* puissances de t qui entrent dan* le serond membre de cette romiulc ou de la fortmilc («). On peut mt^me, 
ü la rigm-ur V calculer seulcineol le cocSIcirnt de 2 . Or, pour a*aarurer qiir ce rucScicnt te réduit , dans la 
rormub{d^,à 07"“*, il *ullil d'ubaerref que l’on a. j;eiicralemtnt 

(S) (y+!.)(y+i.).-(3f+=„)=j-+fv.+i.+...+i„)3' — ■+...+». . 

et par »iiite , rti suppotanl x,=:s»s=...=:3^:=x, 

(y + s)- = ]f+B}- — ■« + ... + «• . , 
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Or, dans la roriiiulc (ag) , la somme des deux premiers termes du second membre , s’éva- 
nouira , si l'on prend 


(5o) 


• P+Qyr, 


Mais, si l’un prend 
(3i) 






f désignanl uiic quaiililé p<isilivc trèS'peu diiTën'nto de zuro» ce second mettibre de^ 
viendra tme fouclion enlière de « qui oflfrîra pour premiers termes les doux e.\pressions 
imaginaires 

p+Q^. ~‘{P+Q\r,). 


Donc, si l’on divise celle rnnelinn de i par P-^-Qx/"^ , le quotient sera de la 
forme 

(3a) 1 — i + 

e, , c, , ... , c„_, désignant des coelllcients réels ou imaginaires, et l’on trouvera, en 
supposant la variable : déterminée par l’équation (3i) , 

y 

(33) (/a+îV/-.-fr)«-(a+PV/r,) = (é^4-<?Vr.)(.-v+c..-+<-..» + ...+c._..>). 

Observons maintenant que. si R n’est pas nul, le second membre de l'équation (33) 
offrira , pour de très-petites valeurs do t, un modula inférieur è R. En effet, si l’on 
nomme 

*•1 *» > ■» — I 


les modules des expressions imaginaires 


C% f Oj J t 

la somme des expressions 

l— I, c,t', c.i’, , 

» 

on le polynôme (5s) aura pour module [en vertu des théorémas s , 5 et do leurs corol- 
laires] un nombre S inférieur b la somme des quantités 

■ I V. *ll*. „ 

en sorte qu’on trouvera 
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r>4) 6 < I — .(i — *.«— i.f 

D’ailleurs, pour de Irès-pctile» valeur» de t , le polynonic 

(35) • I — «,« — «,«’ — ... — ‘ 

^lant lrès.peu difl'éreot de l’unité , ou concliirn de la formule (34) 

(3(!) 0<I, . (57) . 

Donc, lorsque H ne sera pas nul, on pourra choisir < de manière quo le module 
6/f de l’expression (33) devienne inférieur 5 R. Il suit évidemment de celte remar- 
que que le plus petit module de l’cTpression' (ei) ne saurait dilTércr de zéro. Donc. 

puisque ce plus petit module Ciirrcspond à une valeur do r inférieure 5 (ttf)' ■ et 
que l’expression (ai) s’évanouit avec son module, l'équation (19) ou (3) admet une ou 

$ a 

plasicurs racines dont les modules sont renfermés entre les limites o,(af>)*. 

I.es principes que nous venons d’exposer ne servent pas seulement à prouver que, 
dans le cas où n est impair, l’équation (3) admet une ou plusieurs racines réslles ou 
imaginaires, ils fournissent encore le moyeu de déterminer numériquement au moins 
l’une de res racines. En effet, supposons que n étant égal à am 1 , on désigne 
par X, la valeur de x donnée par l’uno de» équations (i5), (i4), (17). (18). Après 
avoir calculé les valeurs correspondantes des nombres r, , x, , ,,, x,_, , on trouvera 
sans peine une valeur de i propre à rendre positive la quantité (35), c'est à dire, i> 
vérifier la condition 

(38) + + . . 

Car il siiflira , pour y parvenir, d’attribuer 5 « de» valeurs décroissantes, par exemple, 

1 I 1 

'10' 100 1000 

jusqu’il ce que le polynôme 

(ôg) ».« 4" » 

qui décroit coustammont et indéliniment avec < , devienne iofériour à l’unité. Or, • 
étant choisi de manière i vérifier la condition (38) , il suffira d’ajouter à x, le second 
membre du la formule (3i) , pour obtenir une nouvelle valeur de x , b laquelle ré- 
ponde une valeur de R plus petite que le module de l’expression x," + « 4- PV''”- 
Soit X, cette nouvelle valeur de x. L’opération par laquelle on a déduit x, de 
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X, , élanl plusieurt fois r(ipëléo , fournira uno suilc Vo taleurt de x, ouxquullci cor- 
rupondront de» valcun de plus en plus petilei de la quantité poaitive It qui repré- 
■ente le module de l'exprciaion 

• . + * + 

Cela po.-'é , ioit 

(4o) ar, , X., xj, X4, etc..., 

la tuile de» valeun de ' x dont il est ici quealioii. Taadûquo les modules des expressions 

(40 + a:,"4-a + Jj/r, , Xj"+a + Pv/-'> . + > e‘®— 

deviendront do plus en plus petits , les termes de la série (4o) convergeront vers une 
certaine limite qui sera ndçeuairemenl ano.valcur de x propre 4 vériCcr l'équation (5). 

Il reste à examiner le cas où le degré n de l’équalioii (5) no se réduit ni il un nombre 
impair, ni b une puissance de 3. Soit, dans cette hypothtsc, 3' la plus haute puis- 
sance de s qui puisse diviser le degré n. Gc degré sera le produit de i‘ par un 
nombre inipoir am + J , et l’équation (5) ou 

(43) 

pourra être rumplaccc par le syslÈaïc des deux formules 

( 45 ) *■'=/, + + 

Or la seconde des équations (45) , étant sçmblahle h l'équation (5) , mais d'un degré 
iinpoir, pourra toujours être Térifiée, d'après ce qn’on vient de dira, par des valeurs 
réelles ou imaginaires do y; et, pour chacune de ces valeurs de y, l’équalion 

I 

=r'‘ = y, 

dont le degré se réduit b une puissance du nombre 3 , fournira autant de râleurs de æ 
que son degré renferme d’unités. 

On peut donc alTirmcrquo , dans tous les cas , une équation binôme admet des racines 
réelles ou imaginaires. 

.\u reste, 011 s'assurera facilement que fc module de chacune des racines de l’équation 

t 

(5) SC réduit toujKsurs b p*. Car, si l'on nomme r le module d’une de ces racines, 
on aura, en rcrlu de ce qui a été ci-dessus [page 73], 


(44) 


IV*. AM.x4e. 


•P > 


i5 
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et par suite 

(45) 


( 90 ) 



S 4- Sur (a résolution des équations de degré quelconque à coefficients réels. 


Si, daos une équatiou du degré n , on réduit il TuDitc le cuullicieut du premier 
tenue, clic se présentera ‘sa us la Ibroïc 


( 1 ) + + /j:4-K = o. 

Si d'ailleurs les cocflicienls /f , B I, K sont réels et donucs en nombres, on 

^ pourra, lorsque certaines conditions seront remplies, alEi-mer que l’équotion (i) admet 
des racines réelles , et l'on établira sans peine les propositions suivantes. 

8.* TuboRKiie. Si, en substituant l'une après Cuutre, dans le premier membre de 
l'équation (\), deux valeurs réelles et finies de x, par exemple x = a,i = fc., on 
obtient deux résultats de signes contraires , on pourra en conclure que l'équation admet 
au moins une racine réelle comprise entre a et b. 

Démonstration. En cQ'et concevons que l’on fasse varier x par degrés insensibles 
depuis la limite x=a jusqu'b In limite x = b. Le premier membre de l’équation 
(1) , ou le poljruome 

(a) a* + + ••• + f* + éC 


variera lui -même. par degrés insensibles, en conservant une valour finie, mais de ma- 
nière h changer de signe ; et il est clair qu’il s’évanouira au moment où il passera du 
positif au négatif, ou du négatif au positif. 1 


Corollaire 1. Il est bon d'observer que le polynoinc (a) peut être considéré comme le 
produit des deux facteurs • , * 


(5) 


et 


(4) 


*+4 + :^ + - + 


+ 


K 


dont le second diflère très-peu de l'unité, et par suite reste positif, quand on attribue à 
la variable x une très- grande valeur numérique. Cela posé, comme l’autre facteur 
X" change do signe avec x , dans le cas où le degré n est un nombre impair, il 
tuOira évidemment, dons ce cas, d’attribuer è la variable x deux valeurs do lu forme 


a , 


X = rt , 
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a détignaot ano qaoDtité positive Irës-considérabU , pour que les valeurs corrospon- 
dajiles du polynôme (a) soient aflectées de signes contraires. Donc alors IVquation (i) 
admettra au moins une racine réelle. 

Corollaire t. Si, le degré n étant un nombre pair, on désigne toujours par a 
iiDo quantité positive tréa-coosidérablo, le polynôme (a) ou le produit des facteurs (ô) et 
X4) aéra évideroment positifpour x = — a. Si d’ailleurs la quantité K est négative, 
le polynôme (s) deviendra positif pour as = o. Donc alors ce polynôme changera do 
signe tandis que l’on fera varier af soit entre les limites a; = — a, x = o, soit 
entre les limites z=ro, x = a. Donc par suite l’équation (i) adfticttra an moins 
deux racines réelles, l’une positive, l’autre négative. 

<j.' TnéoafiuE. Supposant que, dans le polynôme (s), le dernier terme étant négatif, 
les termes positifs , s'il en existe, suivent immédiatement le premier terme. L’équation 
(i) admettra une racitpe réelle et positive, et n’en aura qu’une de cette espèce. 

Démonstration. Soient , 

ft> J ?- 

les valeurs numériques des coefficients 

A, B I , K. 

En vertu de l'hypothèse admise, l'équation (i) sera de la forme 

(5) — — ... — p._,»—p.=o, 

in étant un nombre entier inférieur è n. D'aillours le polynôme 

0 

• (<>) ®' + p.»"-' +p,x"-* + ... + P„»*-" — P«+, — ... — p._,i — p. 

est le produit des deux Cacteurs 

(7) X”-. (8) x-+f.x’’r + -.-+f--[-^+-- + -^^ + -^ 

et il est clair que , si l’on fait croître ai par degrés insensibles^ mais indéfiniment , è 
partir de æ = o , l’expression 

(9l X" +p,«’"-' 4....4-P. 

croîtra' en passant de la limite p„ t l’infini positif, tan^ que l’expression 
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<io) 




+ ••• + 


P— 





ili'.crollrn m patjtiil de l’irirmi pnsilif 5 téro. Donc alor» la diiTérencc (8) croUra sana 
ccase, en passant de l’innni positif 6 rinfini bégalif. Donc ceito difliérenco s'iiranonira, 
mais une fuis scolcmcnt , pour iiiie valeur positive de æ , cl l’on poutvo en dire autant 
du polynôme (6) tpii forme la premier membre de rdquolîon (S). 

Corollaira. Usrfqu’on supposa i|i = o , l’équation (ô) se réduit il 


(••) 


— — ... — p,_,* — p. = 0 . 


Doue celte dernière admat une racine réelle positive, et n’en a qu’une de celle espèce. 

lorsque les cocITicicnts de l’éqiialinn { 5 ) ou (ii) sont donnés en nombres, on peut 
aisément déterminer la racine posilivo de celle équation avec nno approximation aussi 
grande qu’on le Juge convenable, è l’aide de procédés semblables b ceux auxquels on a 
recours dans l’extraction des racines carrées et cubiques. Il est d’ailleurs facile de trouver 
une limite supérieure b la racine dont il s'agit. Ou y parviendra on particulier pour l’é- 
quation (il), en suivant l’niio des méthodes que nous allons exposer. 

Soient P le pins grand des coeflicienls p, , p, , .... p,_, , p, , cl v la racine 
posilivo do l’équation (i i). On aura 

(la) v" = p,v"— ' 4-piv"~’+ +p«-iv + p. 1 

et par suite 

«•" <p(*^"— 4- . . V» 

. . s- l 

OH , ce qui revient au même , 

v"- I 

I — 1 <p- — — <p , 

V 


v<*p4-* 

Donc la racine posilire dc t'équaikm (l'i) sera vnférioare au plus grand des nombres) 


(i/l) p< 4" • * P» + • • ••• P«-i + * > 4- ' • 

De l'équation (ta), préaent^ vous k torax: 


s . 


Digitized by Google 



( 93 ) 


(‘5) + + ^ 

on conclut encore qu<^lcs rapport! 

(' 6 ) — . 


P- — 


iloirent être on (Sgaux calro «itx ot it — ^ on Ici uni lupéricart , les autres ioPériours 


i — . Donc par suite les rapports 


V'- 


(> 7 ) 


«fl • rtp,'*'. «p„ 


doivent être ou dzaux, nu les uns supérieurs, les auU-os, iaféricurs h Tunité; et l'on 

* 1 . < J ' « • , 

pourra en dire autant des expressions ,,, 

• « * • . »»ir ■! 

np. ("P')’ /"P"-'\^~ ("P»-»)^’ ^"P»\" ("P-l* 

“ V ’• [—) 

i .• 

'Or il on résulte évidemment que la racine i sera comprise entre le plus petit et le 
plus grand des nombres ! ' ' 


(i8) 


■p^, (np.f, (np._,)‘ 


Observons maintenant que , si dans ^ premier membre do l'équation (i i), on attribne 
à la variable as une valeur positive quelconque désignée par r , la valeur corros- 
pondaulo de ce premier membre sera ur ^-n^lx) u - jL-ùoia i p is., J 

(19) r«-T-p,r»-« — l- 

ou. ce qui revient au méme,^^ , ^ 

(so) • r'Ii-Î^L-ÎL 

' ' • \ r T»- ■ r— j • 

Oir Ip produit (»o) est odmpMé da doux (aciMrsqui, ponr des valetirs ctuhrsimtes do 
croissait J]is« ttl.l’BUise.'et'Conveageat, te premier vers la Firiiite ' 00 , lé'sctïénd vers 
la limite i. ..<Do<lcxe prodlrit, qoi s’évanouit peur, s<=:±le; ' detiendra'positifdbsque 
l’on aura r>», par exemple, lorsqu’on supposera r=p-J-i, ou lorsqu’on préudrà 
pour r le plus grand des nombres llA){ do plus, le produit dont il l’agit ou le poly- 
nôme (19) dcvie'ndra inflni pour des valeurs infinies de r. 

P m-d« . il -q fijaitriq ^ ' , .iuiitm imi 
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5. Sur la rétolalion <U$ étjuations de degré quelconque ù eoeffieientt imaginairee. 

CoDsidéroDi , comme dent le ^ 4> une équation du degré n, niai> à coeflîcicnU 
iiiiaginairci. En réduisant le cocdicieot du premier terme à l'unité, on ramènera encore 
cette équation è la forme' ■ # 

« 

<i) + + Bjr— + ...+ix + A' = o. 

Seulement les constantes A , B , ..Il , K , et les râleurs de x propres i rérifier 
l’équation (i), pourront être imaginaires. D'ailleurs, si l'on désigne par 
une râleur imaginaire quelconque attribuée à la rariable x , et par 

* pi » ■ f • > ••• P* — » I P» > ^ > 

• * , 

ioi modules des expressions iroogînaircs 

A . B .... l , K , P -f 9V^T, 

le module du polynôme . - ■ 

(а) yéar"-'4-Bx"-*4-... + /j + Â' 

sera [en rertu des tliéorémcs 2 et ô] égal ou inférieur h la somme ' 

(5) , p,r"— + 

^t par suite le module du polynôme . , . , ' 

[royez^ncore le théorème 2] sera égal ou supérieur é la dilTérence 

•» • 

(5) r« — p,r"-' — f.r’-' — ... — p«_,r — p, , 

lorsqu'elle sera positive, c'est.é.dirc , lorsque le module t r" de x‘ surpassera celui 
du polynôme (a). Or l'expression .(5) acquerra une valeur positive et différente de zéro 
[royca le $ 4] • 9U0 le module r deviendra supérieur li la quantité poskire v qui 

vérifie l’équation -t •' 

(б) t"=rp,t— ‘+p,t."-‘ + ...-l-p,_,s + p. , 

par exemple , lorsqu’on prendra pour r le plus grand des nombres > 
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• % 

(?) f' + *« P*"!"*» ••• p«— i + 'i' ?•■+•■> <. 

ou le plus grand terme de la suite ' - 

(*) «p. , > ("P-)'- 

Donc alors le module dit polynomo (4) > lilanl égal ou supérieur & roxpression (5) , 
acquerra lui-méme une valeur dilTércote *le zéro. Donc l’équation (■) ue peut être vérifiée 
par aucune valeur de æ dont le module surpasse la quaulilé i. Ajoutons que , si le 
module r, devenant supérieur à- », .croit au-delé do toute limite, un pourra en 
dire autant do l’expression (5) , et, è plus forte raison, du module du polynôme (4}> 

Concevons maintenant que l’on désigna par P + Qt/n* la valeur du polynôme (4) 
correspondante il x-=p , et par R’ le module de l’expression imaginaire 

D’après ce qu’on vieut do dire , le module R croîtra indéliniment avec 
r. Dono les plut petites valeurs de ce module correspondront , non è des valeurs infi- 
nies, mais è des valeurs finies de r ot de a;. D’ailleurs, si l’on attribue à la variable 
X une valeur distincte do p -h f représentée par 

p + 9l/^ + *. 

le polynôme (4) se transformera en une fonction entière do : du degré n , savoir 

(a) (/>+yv^i+»)"+-é(p+v4/r,+s)«-‘+B(p+^j^i+s}*-*+...+f(/)+Ÿ^r,+i) + iC, 

— r . - • 

i|ui pourra être présentée sont la forme 

^ ■ H 

P, , P, P,-i . Qi , Q, Qn-i désignant encore des quantités réelles. Cola 

posé, admettons d’abord que l’expression imaginaire ne soit pas nulle. 

Alors, dans le polynôme (lo) , la tomme des deux premiers termes s’évanouira , si l’on 
prend 

P + QiT, '* 


(• 1 ) 

Mais , si l’on prend 

(•a) 




» P^OiTi * 

; > ■ ■ -vaj— , 


< désignant une quantité positive très* peu difTérenlc de zéro, 1a mémo expression de- 
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vieillira uuc foDcliou entière de c ^qui ofiriro pour premiers termes les deux eiprcssionv 
imaginaires 

P + QV~> -HP + Qi/-). 

Donc, si l’un divise cctlo fuiiction de < par Q le quotient sera de U 

forme . 

i — + + +r«— I«*j • 

r, , c, e„_, désignant des coêtBcienla réels'ou imaginaires, et l'on trouvera, on* 

supposant la variable i détorininée per la formule (ta) , 

('5) 

D’autre part . si l’on noraïue , . . 

les inudulcs des expressions imaginaires ^ 



on prouvera, en raisonnant comme cr-dessdi [page 87 ], que le module i du polynôme 

(‘4) > — •+r.«’ + ri«’ + — ■f’'’»-**" 

est inférieur & la somme 

cl vérifie en conséquence la formule ^ 

(i5) *<s — «(1 — *,4 — *,4- — ... — ) , 

dés que l’on suppose i< 1 . EnGn la formule (l.5) douDCr.1 évidcnimcnl, pour de 
très-petites valeurs do • , 

(>f>) 6<i, {17) 0«</l. 

Par conséquent , lorsque H ne sera pas nul , on pourra choisir c de manière quo 
le module 0/1 de l’expression (iS) dciiieurc inférieur è /{. Donc, si l’expression 
imaginaire f*. + Q, v/17 ne s’évanouit pas. la plus petite valqur de R ou le pins 
polit module du polynooio ( 4 ) ne pourra dilTérer do xéro. 
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AdmelloDS k prAaent que P, Q, s'éraDouissc , et iuppoioni que , parmi lei 
rxprettiooi imagioairet 

+ P. + QiV^T , /^.-i + Q.-.y/TT . ^« + ^«^^“=1, 

la première de cellea qui ne aont pas quIIcs corresponde k l'indice m. Alors, dans la 
polynôme (lu) réduit k la forme 


(i8) p+çv/r, +(/».+ç,v/r,)s«+(P„.+ç.^..V/r.)s~*'+...+(p._. +<?,_. ^/T, 
la somme des deux premiers termes s’éranouira, si l'on prend 


l'o‘i 


» = c, 


C désignant une râleur de s propre k vérifier l’équation Linome 


Mais , si l'on prend 
(ai) 


P+QiT, 




s = iC, 


• étant une quantité positive dilTérente de zéro, le polynôme (i8) deviendra une fonc- 
tion entière de s , qui offrira pour premiers termes les deux expressions imaginaires 

P + Çl/“. -‘"(.P + Qv^h , ' 

Ponc, si Ton divise cette fonction de s par P + Çv/o" > le quotient sera de la' 
forme 


(si) 


s — r.s"* ‘ 4* I 


, c, , ... e.__ désignant des coefficients réels ou imaginaires , et l'on trouvera , en 
tupposaul la variable z déterminée par l’équation (ai) , 


(»3) 


1 


(P+çV'“i + s)"+.<(P+ïV^> + i)*-’+B(P+ŸV^i+s)’-> + ... + /(p+ïV/^i+s) + A 


= (P+ÇV/^i)(l— t-4-e.s«rHf.s"** + ...>k._.«')V 

.it , : ,n, 

U'aotro part , si l’on nomme 

*1 » ■» # s»-*. 

les modules des expressions imsginsires i;trr; i' q . ' rn 'i 

IV.* Aaxia. lA 


s 


Digitized by Google 


( 9 » ) 


> ••• — m ï 

nn i'asiurera , en rnisonnant comme h la paga 87 , quo le module ( du polynomr 

(a 4 ) I — i”' + c, -f- 4-...+ 

vérifie In ronmilc 

(a5) 6<i— i'"(i 

lor«|u’on suppose t < 1 ri devient par «tiile Inférieur à l'iinllé, lorsque 1 dilTfere 
très peu de zéro. Donc , si A n’est pas mil, le module oH de l’expression (an) sera, 
pour do très- petites valeurs de s, inférieur à H. Pur conséquent, dans l’hjpothèsc 
iidmise, la plus petite valeur de II ou le plus petit module du polynôme ( 4 ) te réduira 
encore il zéro. 

Il est donc prouve quo, dans tous las c-ns, les voleurs finies de r et de x, pour 
lesquelles le module R devient le plus petit possible, font évanouir ce module et par 
suite le polynôme ( 4 ). Donc il existe une ou plusieurs valeurs finies de x propres il 
vérifier l’équation (1). En d’autres termes, celle équation admet nécessaircmeut une ou 
plusieurs racines soit réelles, soit Imaginaires. 

La mélliÿde par Inqiicllc on vient d’établir l’cxislcncc dos racines réelles on imagi- 
naires des équations de degré quelconque, peut eucoro servir au calcul numérique de / 

ces racines. En eflet , nommons x, , x, les deux valeurs de x ci-dessus désignées 
pur p+qV/~ cl P hV~ • Pour quo le module du polynôme ( 4 ) diminue 
tandis que la variable x passera de la valeur x = x, fi la valeur x = x, , il suf- 
fira de choisir le nombre < , de manière que la second membre de la forinule (lô) ou 
(x5) devienne inférieur h l’unité, et par conséquent de manière que l'on ait 

(o6) »,s-|-»,s’-4-...-1-k„_,i"-*<i , 

ou 

(î7) «.« + -H 4- 

Or la condition (iG) sera remplie, si l’on prend pour • un nombro inférienè h la ra- 
cine positive unique de l’équation 

(»8) »i*4-»»«’ 4“ ••• = • • 

D’ailleurs celte équation, pouvant s’écrire comme il suit 
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(•■*0) (-) — "•(v) +*'(f) +•••+*—> 

• / 

r»uniira une Taleur poailire de ^ inférieure au plus grand des iionibrct 

». + 1 , *. + 1 , ... . 

ainsi qu'il la plus grande des quanlilés 

, (n— i)x, , [(" — i)».]’, ... [fn — 

[vorei le $ 4], et par conséqueiil une T.nleur positive do t inférieuru au plus petit des 
rapports 


(5o) 


>,+ l x. + i 

ainsi qu'h la plus petite des quantités 

(.ât) 


- 1 + 1 


—J . •} ' 

(n-i)«, ( (n-i)x. ) l ( 


Donc le plus petit terme de la suite (3o) ou (3i), étant pris pour i , vérifiera h 
«lition (aC). De même on vérifiera la condition (a^). en preii.iut pour c un in 
inférieur i lu raciioe positive unique de l'équation binôme ' 


a con- 
lioiubre 


(3a) 

ou le plus petit terme de l’une quelconque des deux suites 
(. 55 ) 


».+ 1 


+ 1 


(S.'i) 


■ < ■ U ( ’ — 

(n-Mi)», ‘ ( (b-«i)*, ) ’ V i (n-7a)s„_„ < 


). 


.\insi , dans tous les cas, après avoir clioisi anbitraircment la valeur de x ci-dessus 
représentée par x, ou p -4- > on pourra de cette première valeur eu déduit >■ 

une seconde x, qui fournivic un moindre module du pelynonu* (4). f^cla posé, si l'on 
répète plusieurs fois de suite l'équation par laquelle on déduit x, de x, , on nlitie ndr.v 
éiidctniuoat nue série de valcixs finies de x auxquels correspondront des modules de 
plus en plus petits du môino polynoipc ,, et si t'i>u désigna c«s «nieiirs par-- 
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(•'>•5) Xi i Xi , xj I x ^ , *■* P 

la limilo rera laquelle elles coorergeroiit , tandis que le polynôme (4) s'approchera indé- 
finiment de zéro, sera certainement une racino de l'équation (i). 

* 

Soit maintenant a une racine réelle ou imaginaire de l'équation (i). On aura iden- 
tiquement 

(56) a' + p#a«-' + Ba"— 4-... + /a + A = o, 

ou P ce qui revient au ménte, 

K = — a" — Ja"—’ — /Ja"-* — ... — /a , 

et par suite 

Î x" -J- B*'~* -f- ... + /x A 

= x" — B" -l- p/ (*»-• — a'-' ) + B(x“— — aa-* ) -4- ... + / (x— a) . 
Comme on a d'ailleurs, en désignant par m un nombre entier quelconque. 


(58) »* — a” = (x — a)(«"’-' -f-ax"'"* ■4-...^a"’-'x-|-a"-') , 

la formule (. 57 ) donnera évidemment 

. ’ x"4-pfx”— 4.fl.r"-*4-...4-/x4-A = 

(39) 

( (x — a)[x"— '+(a+/#)x"— •+(a*+/fa+B)x''-^+...+{a"-’+pfB*-* + Ba"-*+'...+ f )]. 


Donc le polynôme (4) . qui est du degré n par rapport ît x , peut loujomi être 
décomposé en deux facteurs, dont Tun suit linéaire et de la forme 

(4®) » a: — O , 

l'aiitro étant un nouveau polynôme du degré n — 1 et de la forme 

l 

(4') *"“’ + (‘' + 'f)^''~* + («* + pf«-4-fi)'»’'"’+--+{a"— + pfa"-*-f Ba"->4-..4./). 

Do plus, en désignant par 6 une racnie réelle ou 'imaginaire de l'éqiiation 

(4z) *"— + («+'<)*”— +(a’-fp^a4-B)x*-»+.. + (à--4.p/x"— + Ba’^’-f..+/)=o, 

on prouvera encore que le polynôme (4>) peut être décomposé en doux facteurs dont 
I un soit I — 6 , l'antre étant un polynuiiie du degré n — » et de la forme 
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(43) (A-4- a 4" +<'* + ‘’’ + 4" ®) + " , 

Donc le poljnonie (4) lera le produit des fadeurs linéaires x — a , x — b , par un 
polyuomc du degré n — t. En continuant de la môme manière, on prouvero défini- 
tircment que le polynnme (4), est le produit de n facteurs linéaires et de la forme 

(44) * — «• ® — b, ... X — i, X — k 

par un polynôme du degré xéro . c’est-à-dire , par une Constante; et, comme cette cons- 
tante derra se réduire nu Gurflicieot de x", dans le polynomo (4), par conséquent à 
l’unité, on trouvera 

(45) Bs"-' 4- ... 4- /x 4- -K = (•* — «)(* — é)...(x — i)(* — kj. 

Doue l’équation (i) pourra toujours être présentée sous la formo 

(46) ' (x — a)[x — b) ... [x — •)(x — 4) = o, t 

a, b , i , k désignant n constantes réelles ou imaginaires. Mais on a démontré 
[voyez le 4-* théorème] que le produit de plusieurs facteurs imaginaires ne peut s’éva- 
nouir qu’autant que l’un do cos facteurs sc réduit à zéro. Donc toute valeur réelle ou 
imaginaire de x , propre à vériGer l'équation (46) , coïncidera nécessairement avec 
l’une des valeurs de x déterminées par les formules 

(4?) ® — a = o, 05 — 6 = 0 , * — ir=o, X — k = o , 

c’est à-dire , avec l’uhe des constantes a . b , .... i , k; et , comme chacune de ces 
constantes est évidemment racino de l’équation (46) , on pourra énoncer la proposition 
suivante. , 

10 .* Tnéoaâxa. Quelles que soient les valeurs réelles ou les valeurs imaf^inaires des 
coefficients A , B ..... I . K . Ciquation (t) a toujours n racines réelles ou ima- 
ginaires , et tt’cn saurait avoir un plus grand nombre. 

De plus on déduira immédiatement de la formule (45) cet autre thépréuie. 

1 1 .* Tbèoshuk. Si Ton désigne par a . b f c . ... i , k les it racines de l’équa- 
tion (i); le premier membre de eetle équation ou te polynôme (4) sera le produit des 
facteurs linéaires 

(48) X — a, X — L....X — i. x — k. 

Observons encore que, si l’on développe le second membre de l’éqpation (45), elle 
deviendra 
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= — {« + 44-... + i+ *)*"“'+... Üiab...ik , 

H que l'oQ lirora du la formule (4g) , en iiyanl é)rard nu théorème y , 


(5o) 


' fl é -f- ... î -4“ ^ ^ ^ t ^ 

sb OC ... oi ük ^ Le "(■ ... Li bk ... ik = B » 
etc 

abe...i abc... k kc.,,ik ~Zf l > 

\ abc ik Zd ^ K » 


Or cea dernières équ.nlions comprennent évideinmenl un théorédie que l'on peut énoncer 
comme il auil. 


I *.* Tilfor.ùxe. l.orliiue , ditns une cqiiatloniiii degri n, te eoc/pcient du premier 

terme eit réduit à l'unité, les eoe/pciente du second, du troitième , du quatrième 

du dernier terme, étant pris allernatirement avec le signe — et arec le signe -f- , 
sont rcspecticemcnt égaux <i (a soninte des racines , ou ausc sommes des produits qu'on 

oùtietit en multipliant ces racines deux à deux , trois il trois, rte ou enpn au 

produit de toutes les racines. ^ 

Lorique deux ou pluaiuurs des. constantes a, b, c , ... sont égales entre elles, les 
facteurs linéaires correspondants deviennent égaux, et l’on dit que l'équation (■) n des 
racines égalc..i. 

Lorsque, dans le polynôme 4. lot coenieionis A , B , I , K sont réels, alors, 
en sulislitunnl tnccessivt nient (Uns ce polynôme deux valeurs de x imuginairet , mais 
conjuguées l’une il l’autre, par exemple. 


(5i) a; = p + q|/rr, x = p~-q\/~ , 

un obtient évidoniment pour résultats deux nouvelles expressions imaginaires, qui sont 
encore conjuguées l’une îi l’autre ou de la forme 

(5*) P+<?l/.T. P-Qs/Z. 


. Q élont d4'« qiinnhlé» ré«‘llc». D*aillrurs, pourvue cUaciine tlet pxprrs^ioDt (d^) 
i^^évDnoiiifsi.' • il sern uéci^^^airc fl il (i)Ûtrn quL* Ton ail 


(Ô3) 


Z’ = 0 , — ti , 
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Doncoes <t«ux expreision» ne pourront. s’évanouir l’unu sans l’oulrc, et si l’équation (i) 
offre, dans l’hypolliésc admise, une racine imaginaire do In forme elle en 

offrira une seconde conjuguée k la première ou do la forme p — Iknns le même 

cas, ceux des facteurs linéaires x — a, æ — 6, etc..., qui correspondront à deux 
racines imaginaires conjuguées, seront eux-mémts conjugués entre enx on de la forme 

(54) . a»r- P — a — P + 

et donneront pour produit un fadeur réel de second degré, savoir, 

(55) (x_/, )■ + ,». 

Ces remarques fournissent les propositions suivantes. 

i3.* THfcnnKMH. Si, riant Céquation (i) , Ict eoeffieient» /I , B , I , K tant tout 
rcelt , cette équation, n admettra qu’un nombre pair de racinet iinagiaalrea qui, prittt 
deux d deux, teront conjuguées i’une à Caatre, 

i4-* TuéuBàxF.. Si, dans te poljrnome (4) , les coefficients A , B / , K sont 

tous réels, ce poljnome sera décompotable en facteurs rieü du premier ou du second 
degré. 

Les doux théorèmes qui précèdent s’étendent évidemment è l’équation (jti) du para- 
graphe i, et qu polynôme qui forme le premier membre decelteéquation, c’esl-k-dirc, è tous 
les polynômes dont las qoefllcicnts sont réels , et aux équations qu'on obtient en égalant 
CCS polynômes k xéro. 


t 

siio'aâ.. 


...a 


S 6. Sur la détermination des fonctions syméfri^ueê des r. eines iTune équation '' 

dofinéc» 

(l) x’-j-yi*—' -ffi*'— -f ... -f/oî-f K = o,' 

dans laquelle A , B I , K désignent des constantes réelles ou iuiagin.iirrs. Si 

l'on nomme a , b , c h , i, k les racines de cette équ.ilion , l’on aura , coimnr 

on l’a prouvé dans le § 5, 

I 1 • ail «..141 .L'i '.i'i! i' .t. -d r /!'i " 

/ « + é + c-h...-j-i4-* = — 1^» • 


(») 


aé ar -j- . .. -J- ai -J- ai -|- fc -j- 4i i* -f- . . . -I- B , 

l - »■ -ai - 


etc..,.. 


■ l-ÿ Jt, . '“i iOI)MOVOi.- 

aie „. i -j- abc... é -f. ... ^ ic... ikrxzpl , 
\ aér.»i* = üt. ' losiaosT' ’v 


.'.ItfllMï tf. ItO.. 


il -»1Î5 
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Suit uiaintcnanl L tmc fonction entière Je cbacune de* ncioci a, k, 

qui , coiiunc Ict premier* membres des équations (a) , ne change pas du valeur, quand 
on échaiige«eiitre elles ces mêmes racines, ü sera ce qu'on appelle une fonction 
mitrique des racines de l’équation (i), et l'on pourra, sans résoudre celte équation , 
djJJuirc la valeur de U des valeur* supposées connues des coofficients A, B, C,,.. 
I , K. On y parviendra en effet très-aisément h l’aide de la proposition suivante. 

i5.* TuKOaéaK. Soient a, 6 , e, Um racines suppotiSet inégales de l'équation 

(i). Concevons de plus que U ‘'représente une fonction sjmitpique de ces racines, et 
que, par un mojren quelconque ^ on ait transformé V en une fonction entière de a , 
du degré m , savoir, 

(5) ^ l-«a + G=li, 

, «'ïït , ... , C étant de nouveaux coefficients dont les valeurs te déduisent de celles 

des coefficients A , B , l , K . Si Céijuation (5) subsiste tandis qu'on y remplace 
la racine a par Cune quelconque des racines b , c , d , , le polynôme 

(4) + , 

divisé par la fonction 

(5) ’ >4- £«»-• + ... 4- 

I 

fournira un reste indépendant de a , et ce reste sera précisément la valeur de V. 

Démonstration. En effet , dans l’bypotbèse admise, chacune des racines a , b , c , d ... 
de l’équation (■) vérifiera encore la formule 

( 6 ) .(’*- + i'llx4-... 4-5x4 C = 

D’ailleurs, si l'on désigne par 

(y) Î.X*-' 4 4 ••• + <* 4" “ 

le reste de la division du premier membre de la formule ( 7 ) par le premier membre de 
l’équation (s) , lo formule ( 6 ) te réduira simplement à la suivante 

(H) +... +6*4-1= 

Or celle dernière oe pourra être <]u*une é<|ualion identique, eo aorte qu*on aura oécea'- 
>nin;meui 
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el . ' ‘ 

(10) T= U. 

Car, i’il en était autrement, la formule (8) aérait une équation d’un degré inférieur k 
n, et pourtant elle admettrait la racines a, b, c, d , ce qui serait contraire 
au théorème lo. Donc, en dirisautle premier membre de l’équation (G) par le premier 
membre de l’équation (i) , et par conséquent le polynôme (4) par lo polynôme (5) , on. 
obtiendra un reste t indépendant de x ou de a , et ce reste, en rortu de la for- 
mule (lo) , sera précisément la valeur de U. ' • 

Pour montrer le parti qu’on peut tirer du théorème i5, concevons d’abord que l’é- 
quation (i) soit du second degrfe, et se réduise b . . 

(11) . X' /ix -{• B = O . 

Les deux racines a et 6 de celle équation vériGeront la formule 
(la) a + b = — A: 

et , si l’on désigne par U une fonction symétrique de ces racines , il suffira de subs- 
tituer à la racine b sa valeur tirée de la formule (ta), savoir, 

(13) b — — a — A, 

pour changer U en une fonction entière de la seule racine a. Soit 
(3) ' ^a'-.f^TLa— • -d = 

la fonction entière dont il s’agit. L’équation (3) continuera évidemment de subsister, 
ainsi que la formule (la), tandis que l’on échangera entre elles les racines a et 6. 

Donc, si ces racines sont inégales , le polynôme (4) • divisé par le trinôme 

>• 

(14) 

fournira [en vertu du théorème i5] un reste indépendant de a , et ce reste sera pré- 
cisément la valeur de (J. 

Il est bon d’observer qu’en substituant dans U la valeur de b tirée delà formule 
(i a) , on obtient pour résultat le reste auquel on parviendrait en divisant U considéré 
comme fonction de b par le trinôme 


(i5) 

IV.* kunit. 


t>+a+P‘ 


I 5 
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Donc , pour calculer la râleur d'une fonction t^mélriquo V des racines a , b de 
l’équation (ii), auppoaéei inégales, il suflit de diviser i.* U considéré comme fonc- 
tion de b par le trinôme (i 5 ), s.* le reste de la division considéré comme fonction de 
a par le trinôme (t 4 )> Le nouveau reste, ainai déterminé, sera préoiséoieat la valeur 
ohercbée de 17 . ' 

Concevons maintenant que l’équation (i), étant du troisième degré, se réduise h 

• » 

(iC)i' Ax' Bx C — O ; 

* • • • • 

et soient a, b, e les trois hcines’de cette équation supposées inégales entre elles. 
On aura identiquement , * 

(17) a* -{• Aa’ + Ba -{■ C z= O , 

nu , ce qui revient au même , * ' 

C = — a> —'Aa' — Ba , 

et par suite 

x^ Ax' + Bx -f-C’ = æ’ — o’ A (x' — a’) -\-B(x — a) 

= {x — a)\_x' [a-\- A)x-^(a' Aa By]. 

Donc l'équation (16) pourra être présentée sous la forme * ‘ 

(>8) (œ — o)[æ* 4- (a -1- yf)!» 4- (o* -1- yfo -1- />)] = O , 

et celle qu’on obtiendra efl la divisant par x — a, savoir , ^ 

(19) x^ [a A)x (a' Aa B) , 

aura pour racines 6 cl c. Cela posé, toit V une fonction symétrique des racines 
a , b , e de l’équation (iC). Puisque l'équation (ig) est du second degré seulement, 
on déterminera tans peine la valeur de U considéré comme fonction symétrique des 
racines é et e , par la méthode que nous avons appliquée é la détermination des fonc- 
tions symétriques des racines de l’équation (> 1). On y parviendra en efl'et , en divisant 
f/ considéré comme fonction de c par le polynôme 

(to) {. , c 4 * 6 SI 4 * • ' • 

puis le reste considéré comme fonction de b par le polynôme 

( V I ) 6 * (rt, A^ b 4 " a * A a B . 
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Le reste de la noiirellc division sera une fonction entière de a . qui, divisée elle-même 
par le polynôme 

(»*) a’4-/fa'+-ff«4-C, 

fournira uu troisième reste indépendant do <i ; . et ce Iroisièmp rente sera la valaor 
cherchée de V. 

» 

Il est important d'observer que, pour obtenir les polynômes (aa) . (ai) , (so) , il suffit 
I.* de poser xz=a dans le premier membre de l’équation proposée, c'est-à dire, 
dans la fonction 

(a5). . x' + /1x' + ÿx C , 

a.* de retrancher le résultat ou le polynôme (aa) do la fonction (a3), de diviser le reste 
par 3! — a , et de remplacer, dans le quotient ainsi formé, savoir, ' 

(^4) X' + {a-i- A)x + a' + B/, ^ 

la variahle x par la Jollrc b , 3.* de retrancher le nouveau résultat ou le polynôme 
(al) de la fonction (s4) , de diviser le reste par x — é , et do remplacer, dans le 
quotient ainsi formé . savoir , . 

(a5) X + b -\-a-\r A , 

^ • 
la variable x par la lettre c. . 

Concevons encore que Véqualion (i), étant du qui^ème degré, se réduise i 
(»6) fl®* + , ''■'■v 

et soient a , 6 , c , d les quatre racines de cette équation, supposées inégales entre 

elles. On aura ideotiqsiesnent . ' 

« • 

(a?) , a^->rAa^-\-Ba' + Ca'-\-D = o, 

ou , ce qui revient au nséme , . 

D = — O* — Aa^ — Ba' — Ca , 

et par suite 

4- + Jîlc' + + /> =5 (B* — rf* + (a*^ — O*) 4- — o) 

== (x — 4* (<t 4 4 4 4 -fi)® 4 4 ■'^^*.4 4 ^)]“ 

Donc l'éqaalioQ (aG) pourra être préscnt<So aous la forme 
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I 

(*8) (* — o)[a:’ + (rt + A)x' + (a’ -\-Aa + B)x + (a’ +Aa' + iBa + C)] = o. 

et celle qu'on obtiendra , en la dmsant par x — a , savoir, 

(aq) æ’ -I- (a-(- A)x‘ + (a’ -{-Aa + £)x + (<»’ + -{• Ba C) = o , 

aura pour racines b , c cl d. Cela posé, soit (} une fonction symétrique des ra- 
cines a , b , c , d de l’équation (aC). Puisque l'équation (ag) est du troisième degré 
seulement , on déterminera sans peine les valeurs do U considéré comme fonction sy- 
métrique dos racines b , c , d par le méthode que nous avons appliquée à la déter- 
mination des fonctions symétriques des racines de l’équation (i6). On y parviendra en 
effet en divisant V considéré comme fonction de d par le polynôme 

(oo) d c 6 A , 

puis le reste considéré comme fonction de c par le polynôme 

(3i) • c* (6 -4- a -|- 6’ -t- o6 -J- rt* -|- + «) + -fi «• 

puis le nouveau reste considéré comme fonction de b pan le polynôme 
{3a) + + 

Le troisième reste que l’on trouvera en opérant comme on vient de le dire sera une fonc- 
tion entière de a , ’ qui, divisée elle-même par le polynôme 

(33) . a* 4- Aa' Ba' + Ca D , 

• ' I 

fournira un quatrième reste indépendant de a ; et ce quatrième reste sera la valeur 
cherchée de C . 

Il est important d’observer que, pour obtenir les polynômes (33) , (3a), (3i) , (3o), 
il suffit I.' de poser x = a dans le premier membre do l'équation proposée, c’est-è. 
dire, dans la fonction 

(54) * X* Ax^ Bx‘ + Cx + D , 

a.' de retrancher le résultat ou le polynôme (33) do la fonction (34) > de diviser le reste 
par X — a, et de remplacer dans le quotient ainsi formé, savoir, 

(35) x’-f (o-)-/<)x*-h(«’-f/<a + 2l)a5-)-(a»4.yia’-|-/Irt-|-r), 
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la variable x par la lettre e » 5.* do rctrafcber lo Douveau réaultat ou le polynôme 

(5s) do la fonction (35) , de diviser le reste par œ — 6 , et de remplacer dans le 
quotient ainsi formé, savoir/ 

(36) aj* + (3 + fl + y^)® -f- 6" *4" “f" "h “1“ ^ 

* 

la variable a; par la IcUro c , 4-° <lo retrancher le dernier résultat ou lo polynôme 

(Si) de la fonction (36) , de diviser lo reste par x — *a , et do remplacer dans le quo- 
tient ainsi formé , savoir , 

(5y) • X ^ c -f- b ti -4- yi , 

la variable x par la lettre d. 

En continuant de la mémo manière , on parviendra généralement è déterminer les 
fonctions symétriques des racines d'une équation do degré quelconque , et l’on établira 
sans peine è ce sujet lo théorème que nous allons énoncer. 

iG.' TnioaiiiB. Soient a , b , e , d , h , i , k U* raeinet de Vitfuation (i) , 

(58) P=xx’ + Ax"-‘-{-Bx'‘-' + ..,+lx + K 

* • 

le prefhier membre à celte iqualion , e< U une fonction eymétrique des raeinet a , 


b , e ... 

..h,i, k. Soient de plut 



(5o) 

X, Ml. .3. Sf 

- 

«• 


les poljnotnee dans lesquels se transforment i.° la fonction P quand on pose x = a , 
t.’ la fonction * ^ 

w°) • ■ V 

quand on pote z = 6 , i.’ la fonction 


( 4 .) 


<?-D!) 


ifuand on po*e x = c , la fonciton 


( 4 *) 


R-e 


quand on pose x = d, etc,... Pour déterminer la valeur de la fonction ^métrique 
ü , il suffira de diviser i.* IJ considéré comme fonction de k par le polynôme 
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(45) = + » + + + + 

n.’ U retU conêidiré comme fonction de i par U pofynome 

(44) A = i*+(5 + ...+A+o)i+A*+,,.+/»*+a*+.t.+A6 + Afl+,. . + 4fl+jrf(i+A + ... + A + a) + fî , 

h.' U nou,veaa rette eonsidiri con&M fonetian de k par le pofynome A’ 

rtc Lee diffirents rettet ainti obtenue feront indépendante, te premier de ta racine 

k , le etcond de' la racine i , le troieiiena de la racine h , etc. , et le dernier de 
loue eera pricieément ta valeur cherchée de U > 

' D'aprt'i ce qui a été dit ci-de«su3, il semble, au premier abord, qu'oD derrait res- 
treindre la théorème i G au cas ob les racines de l’équation (i) sont inégales entre elles. 
Mais on doit observer qu'en dernière analyse la valeur do ü , déduite de ce théorème , 
sera une fonction des coefficients A , B , l , K ; et même une fonction entière, 
puisque, dans chacun des polynômes OC , ^ , etc... , le premier terme a pour 

rocnicient l’unité. Désignons par tO cette fonction entière. La formule 

V=XD 

. • 

subsistera lorsque les racines ,a , b , e , .... A , t , A seront inégales , quelque petites 
que soient d’ailleurs les différences de ces racines. D’autre part on pourra faire varier 
les coefficients A , B .... l , K , par degrés insensibles, et de telle manière que deux 
nu plusieurs de ces différences s’approchent indéfiniment de la limite zéro; et, comme 
la formule lJc=V) continuera de subsister dans^tte hypothèse, il est clair qu'elle sera 
encore vraie au moment où les différences dont il s'agit s’évanouiront , c’est-è-diro , au 
moment où des racines de l’équation (i) deviendront égales entre elles. Donc le théo- 
rème i6 s’étend au cas mémo où cette équation offre des racines égales. 

Il est bon d’observer encore que les polyiiomaa 3t. 3- ^ , .... G , Vb , «t sont 
précisément ce que deviennent les premiers membres des équations (s) présentées sous 

A “b a b c ... s k o , 

B — ab — ac... — ai — ak^ bc... — bi — bk... — ik — o , 
etc 

/± {abc...i-\-abc.,, k bc.,. ik) =z o , 

K^abc...ik=:co , 


les formes 


(4-')) 
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quand on «ubtlitue dan» ta a«o<>iide la Taleur de k lirdo de ta première , dana la troi 
tiène lea raleura de h et do i tirèea dea deux premièrea , dana U quatrième lea valeurs 
de k , i , h tirées dea trois premières, etc.,,. Ainsi, p» partioub'er, si l’on suppose 
X — k • les équations (45) deviendront * 


(46) 


B — (at -{-'ac ~^ a4 -\-bc + bd-\- cd) = o , 
C + abc -{- abd + aed + bod = o , 

^ C — abed — o; 


et l'on tirera de ce» équations, en opérant comme on vient de le dire 


(47) 


^ “1“ a 6 c ’^-d o , * ' 

^ "I” ^(u '4“ 5 o) o* 6* + c’ aé oc + éc = o , 

C 4* .B (a 4" 6) + A{a' -\-ab b‘) + o’6 + ai’ + i* = o , 

\ Z) 4* + Bo" -J- /io’ + o* = 0 . 


Or les premiers membres des formules (47) se réduisent évidemment aux polynômes (3o), 
(5i) , (3a) et (33). Ajoutons qu’au lieu de diviser successivement la fonction symétrique 
U par les polynômes 

3c. di. 5....e. ub, 4:. 


on peut élhniner l’une après l’autre l« ieilres k, i. h, ...'c , b, a de celle même 
foncUon à Taide des formules 


( 48 ) 3C = o„ cl = o. 5 = 0,... G = o, U{, = 0, .l, = 0. 

«U, ce qui revient au même, à l’aide des formulas (45). 

Pour montrer une application des principes que nous venons d'établir, prenons 


(4q) ^ f/ = t’e + 5c* -f* + c<i’ 4- o"i 4- aé" , 

O , 5 , c ^^1 les trois racines de l’équation (16) que nous réduirons è 


(5o) 


X* 4" B* 4- C — o > 
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en «uppoiani pour abréger A—o. Alort, pour déterminer la râleur de la foncliou 
•ymétrique O , il faudra diviier succesiirement le lecond membre de l’équatiou (4g) 

par les polynômes (20), (21), (as ) , ou plutôt par les suirants 

» 

(Si) c-^b + a, b‘ + ab a' B , a' + Ba+C, 

considérés le premier comme fonction de e , le second comme fonction do b , le 
troisième comme fonction do a. En d’autres termes, il faudra poser, dans l’équation 

(4g). 1.* 

(5a) ' • c = ~b — a, 

a.' 

(5S) b‘ -^-ab = — a' — B , 

5.* 

(54) a>-^Ba — —C. 

Or, en opérant de cette manière, 00 trouvera 

(55) 0 = 5o6(a + 6)=— 3o(a*-f 5)=3C. 

On aura donc 

(56) _ b‘o be’ -\-a’b -^-ab' = bC , . 

ce qui est exact. 

Prenons encore 

(57) ■ Ü = (a4.6)(«4.c)(a4.rf)(ô4.c)(i+rf)(c + d), 

a , b , e , d étant les quatre racines de l’équation (s6) que nous réduirons è 

(58) x* + Ba)‘ + Cx + Dz=o , 

en supposant, pour abréger A = o. Alors, pour déterminer la valeur de la fonction 
symétrique V , il faudra diviser successivement le second membre de l’équation (Sy) 
par les polynômes (3o), (3i) , (3a) , (33) , ou plutôt par les suivauls ' 

(5g) rf+f+i+a, r’+(é.t'a)c+é'.faé+a>fS, é«4'Sé*+a’é4-a«+fi(a'fé)4C, «t+Ba'+Ca+D, 

considérés le premier comme fonction de <i , le second comme fon<^|^||de e , le 
troisième comme fonction de 6 , le quatrième comme fonction de a . En d'autres 
ternies, il faudra éliminer successivement de l’équation (5y) les quatre lettres d , c , 
b , a , è l’aide des formules 
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• , ci -4" c -f- 6 -f-> tt =*= a , 

c* + rt* + i'C -j- cfl -[- + ^ = O , 

(i 4- «)(f + a- + B) + <7 = O , 
<1*4- Ba * 4- Ca 4* ^ ~ O • 


Or , en opérant ainsi , on trourcra 

(6i) i/=— [(»4-*)(“4-«){*+«)]’ =— [(«4-*)(«’4-*’4- B)]* = 


— Cv 


Un aura donc 

,» ’ *- * 

(f,j) («'4-fc)(«4-«)(«4-rf)(i4-c)(6 + d)(c4-d) = — 6'*f 

• 1 \ ^ ^ 

cc qui est exact. Nous remarquerons que , dans cet exemple, l’opération so termine après 
la troisième division , en sorte qu'on est dispensé de recourir è la dernière des formules 
(6o). Des simplifications du même genre se présentent dans un grand nombre de cas, et 
il peut même arriver que l’opération se termine après la première ou la seconde division. 
Ainsif en particulier, si l’on suppose ' ^ " 

(*>5) f/ = n*4-i'4-<i*4.... 4-/^4-;. + *., 

■\ .. 

“ • ^ ® h , t , h étant les racines de l’équation (i) , il suffira de diviser succes- 

sivement V par les polynômes (43) et ( 44 ) • ou, ce qui revient au même, d’éliminer 
les deux lettres k et s* de la fonction U à l’aide des deux formules 


(64) ■ '• 7X — O . ,5 = O , ’ 

• . * . » V. • . 1 • 

pour obtenir la valeur de cotte fonction. On trouvera en effet 

I «j.- 

L’ = a' + b' 4-c>4-... -t-A-4-t*4-(/f 4-a4-f.4-c... 4- A4-|)* 

= A' + i{S — B)=A' — %B , 

et par conséquent * ' 

(65) a’4-6*4-e’4-...4-4*4-i*4-*» = yJ* — aif; , . . 

ce qui est exact. 

Le produit des carrés des différences entre les racines de l'équation (i) , combinées deux 
à deux do toutes les manières possibles, est évidemment une fonction symétrique de ces 

IV.* AaxÉx. i6 
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racines. Ür il c»t facile de détermiaor U valeur de celle foDclion par lei mélhodea ci- 
detsus développée». Eu elTuI (iipposoDl d'abord n = a , et 

(C6) fj=;(a — b)’. 


a , b étaul lu» deux racines de l’équolio^ (l'i)' Alors, [>otir dclcrminer L , il suf- 
fira d’éliminer successivement de la formule (CG) les deux letlroa n el 6 & l’aide doï 

deux équations 

{67) b a A O , a' Aa + B ~o. ^ 

Or on trouvera ainsi 

' » ! - • 

( 68 ) H—[ta + Ay:=:A' + i(a' + Aa) = A- — iB. 

On aura donc ... 1 .. 

(69) (n — b)‘ = A' — /iB; 

ce qui est exact. ' 

■' '1 î 

Supposons en second lieu n == 3 , el 


>1 •' a. 

* ,i: . ..i: » ■ 


: It U : 

1 . 


(70) . ü = {a — by{a — c)'(b — ey , ^ ^ 

% • 

Commet b et c seront les deux racines de l’équntiou (19) , on aura identiquement -■ 

(71) (x — b){x — c) i= X’ -f- (a -f- A)x + O* + -'fu "h B , 

r 1, > - ■ ' 

et par suilu 

(7a) (a — é)(fl — c) =^ 5 rt’ + a.^o -I- jB s 1 < 


puis ou conclura de la formule (C9) , en y remplaçant 1.* it et b par 4 ut e , a.* A 

et B par a A cl a' Aa -{- B , 

. » . . ■ s • i • 

(75) (b—cy = (a+Ay — it{a'-\-Aa + B) = A' — l^B ~ -lAa — na' . 

Cela posé, la formule (70) donnera 

(7é) 1 ! ■= lAa By{A' — l\B — a./a — 3 <i*) , 

.*>i maintenant on divise le second membre do f’équntion (74) par le pnlynoine 

Afi* Bu ù , 

« 

le reste sera indépendant de a , cl uflrira la valeur clieixltée de C . Üii peut aussi 
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oblcnir coltr valuar, en éliminant la lettre a ‘do la formule (74), b faide de l’éqnalinh 
(17) ^ Aa‘ Ba-\- C = o.' 

Or, rn ayant égAd ii réqiialion (17), on trouvera.. , ... 

( 3 «*+ 2 Au -H/»)* — (jÉ’)rt 4- a»_ , 

et par iuilu 


(7â) L\=lB^~iAC + {AB —^C)a-i- (^A- ~dJB)a<}[A’ aAa ~U’J; 

. • ^ 

puû 7 en ddveluppaûC le vetond membre de la formule (7S), et remplaçant <1* par 
— An’ — Ba — C, a* par —Au' — Bu' — Ca= (A' ~ B)u' + {AB — C)a-\-AC, 
Ou, ce qui vcvionCM même, ^ par AC, a’ pat — C, a’ et « par zéro, en 
aura * 


(76) 


4 C^{B’—ôAC){A;^AB)‘i‘{AB-‘gC)hC-^AC(/t‘^iB) ■' 

f r^A>B'^A'1^C^l,Bi-^ajC*+î»ABt * ■ 


On trouvera donc dêflnitivement 


(77) (« — <')■(« — c)’(*' — c)' = A’B’ — 4 /d’C — 4 ^‘ — *7C- 4- tSABC. 


ï)an» le ce» pariieiilier oü l’en a A=i=o , l’équation (ÿSf se réduH a ■ ! ' 

, ,j , .4 ' t .» I . *» . i • 

■ i>. 1 c :sz ( 5 JBa’ ^C« — B'y( 3 a^^ 4 B) ; 

puis on en tire, en développant le second membre, et remplaçant par C , a , 

u’ et a* par zéro, , 

(78) U = — UB^~a-jC'. 

nu, ce qui revient au même. 


(7tj) ■ '{a — é)*(a — d)'(6 — e)’=' — lth^—a-}C‘. ' ’ 


Cette dernière équation dêtéruirne le produit du carré des dilTéruocet entre les racines 
de l'équation ( 5 o), On peut d’ailleurs très-aisément revenir de la formule (79) è la for- 
mule (77). En elTct , si, dans l’équatinn (16), on pose 





Digitized by Google 


( “G ) 


elle deviendra 

( 8 .) + 


BA , 2 ^’ 


A A A 

Or, les racines de celle dernière étant évidemment a + -;r- > 6 + — • e , 

3 s} U 

produit des carrés des difTérenccs entre -ces rfcines sera toujours s . 

(<i— 6)*(n — e)*(6--c)’; 


en remplaçant dans le second membre Jt par B —, cl C par C 


\ — 


1 


et, coiiiiue l’équation (8i) est semblable è l'équation (5o) , on tirera du la ionnulc (79). 

3 

Il est d'ailleurs facile de s’assurer que les formules '[77) et (Sa) sont idvutiques. 

Des calculs semblables à ceux qu'op vient do faire fourniraient généralemcni la valeur 
du la fonction symétrique 

-ii* »:» t «I »».' • 

(83) t = (« — 6)>(a — c)> ...(0 — (■)•(« — k)’{b - cy...{b— i)’{b — A)* (i — A)* , 

» -1 . 

c’ust-è-diru le produit des carrés des dÜTéreuces entre lus racines ic , h, r , h , i, h 
de l'équation (1). On doit même remarquer que ce produit pourra être immédiatumeni 
esprimé en fonction de a , si l'on sait déjè former le produit des carrés des différences 
■'litre les racines d’une équation du degré is~ 1. EocQ'et, comme, en divisant par 
;c — a l'équation (1) présentée sous la forme 

(84) — a'-yA^x’-’ — n"~ ')-4- + a"— ’) + ... + /(■r-a'i)'=i O , ' 

on obtient la suivante , 

(85) i"-* +(« + A)x"-‘^-[a' + Aa + B)!"-' ■¥ + a" - ■ + ,/«"-• + Bo"-’ + ... + / = 0 , 

dont les racines sont b , c , ... t , k , 00 aura identiquement 

. »«•**■ . I • 

(* — b){x — f) .. . (* — ' i)(* — A) = 


( 86 ) 




.. 1 .'. -r . 1111 - . . . > 

, II' ;ii;i ■■ > • t. 
lit ;ç' 

-(-(«•(-/d) ’ -4- (fl* /Y b - b- B)*" +yé«"~* -j-/. 


et par suite 
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(8-) (« _ »)(a _ f) . .. (a — 0 (fl — A) = lia C?' — T-^" * — -') ~ 

D’autre part, si, étant cloimée uiic équntiun du degré n — i , on sait calculer la 

fonction cnttfcri! du coelTicicnt qui représente le produit du carré des diltércuces entre les 

racines, on aura encore , , i . 

n .il- • - • • • ■ 

(88) (6-c)*...(i-;)nt_A)>_...,. 

y dés^nant uno fonction entière, jles ca,c|]ipi^nls que renferme l’équ^tio^ (83) , et par 
conséquent une fonction entière de a. Cela posé, l’équation (83) donnera 

(8t)) ü=A'[nfl’-'4.(n — i),(ffl"— l(-i(n - ») B«— + ... -f- aKa + /]’ . 

Si iMintchaTii nn diVièe iB'icCbrid mciiibré de la formule' (Sù) 'par le polynoinc * 

Il 1^ *> #>< « U-- ’<î ■ *. . ^ I ; . -A il - î* 

( 5 ) + + + + ^ ’ . • 

lu reste sera indépendant de », ut oiTrira la valeur cherchée de V , On peut aussi 

obtenir cetto valeur en éliiuinant la loitre a de lafoi uiule (8g) h l’aide de l’équation 

(go) ' a" -f- /1 æ1.4t /a -4- /f = o . 


Il est bon d’observer que le produit des carrés des difTérence.s entre les taeiiirs di! 
l’équation (i) ne peut s’évanouir h moins que cette équation n’odmctte des racines égales. 
Dans le joa» contraire , ce produrt se réduira toujours il u«o fonction' entière des' coeflt- 
cionts .'/ , B , C , I , K ; par conséquent, si ces coeOîcicnts olTrciil des valeurs 
numériques entières , Celle du jiroduil m questioh séra ctlo-mûme un nombre entier, et, 
si on la désigne par étant niio qu.intité ^osilirc, on,,aui;a ... 


( 0 ') 


'dT' = ou > 1 . 

U ; >' »'> ~ 


1 U' )> Il 


Uirpeiil encori 4 ,à l'aidu d«s priuujpes que nous yuup<|s_d’efposer , çalçuicr aisément 
lu premier membre d'une équation qui aurait pour racines les diverses talcurs d’une 
lîtnclioa entière, des racine* » ,^by. c i-, A .. dn l'équation (i)„ puisque ce pécuiier 
membre sera toujours une fonction symétrique do a , b , c , ... i , k. Cela pesé, si 
l’équation (i) est du troisième ou du quatrième degré, un, ramènera faciluaniit sa réso- 
lution, dans le premier cas è celle d'une équation du li^Ptième degré, dans le second cas, 
h la résolution d’une équation biDonje dit uiéold degré. Siqqiesons, par exemple , que 
l'équation (i) , étant du quatrième degré , se réduise è la foniuile (38). Pour la résoudre, 
il siilSra', comme l’on sait, de déterminer lès trois valeurs que peut acquérir la fonrtséri 
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(a_+ 0 — • c — rf)* lorsqu'on ôci^ango entre elles Ici quatre lettres a , b , e , d . Or 
CCS trois râleurs, savoir, 

(O*) ^ — 'O't ■ — b-\-c — dy , {a — 6 — , ^ 

seront les trois racines île l’équation auxiliaire 

(9'î) [* — (i* + — c— ^)’][î — {a — t + c — rf)'][J — (n — l> — c + <^)’] — o 

qui oflVira punr premier mcntbrC une fonclritit syuiélriqUe de a, t', e, d. Désiïuoii> 
par I ■ . < 1 . 

(94) ... , 

le polynôme que l’un pltlioot en développant ce premier QientlKe.. Le polynôme ($4) et 
par suite ses trois coeflicienti L‘ , ^ , )V. seront des fonctions symétriques de a , 
h , c , d. On trouvera d’ailleurs, qn ayant égard aux funnulos (Go), 

= [î — («4-fc — c — dj’]t: — (n — é + e — d)*][î — (u — fc— 'c + d)*] 

= — 4(« - 4 (t + *)"H* - 4 ((- + *)■ 3 . 

puis on en conclura • • . ■! i! ■ 

I ’ ■ • I • 

(9®) ^-4{(‘» + é)’-f-('‘-l-«)’-H<‘-3-c)*]~-8Lo’4‘4*+a‘4-l«-3-*<»4'“t3=®^- 

'• * ' . . . M* s , . 

(971 >G|(«+.4).’[{o-|-c)’4-(4 + c)"3+£('»4-4((’-4r'*)]*') 

= iù\-{n:}-by{{a + hy%2É] + {a’ + b' + By\ ' 

r=i6|B’ — 4n4(é’ né 4" n" - 1- fi) [ 

= i6{5’ + 4(ki«-4-'»it* + ra)f| = tG(ff‘ — 40), • " 

1 . '5 .si' ,1 •• I M 

-d4[(,| 4^ 6)(ii 4- tt){b + c)j* e=:-64[(rt + »)(ii^ + é‘ + i?) ]*^i= -640* 

\ . !, le ; 1. Ut, •- .. ... i.i 

Donc l'équation suxtltavre deviendra * • . ■ " ’ • .i 

. , ii 1 n • • ' ' ■ '•■■■'i';' ! ;.i / . •>■1: 

(•9g) '1 ■ Z* &Bz‘ + \6{B^ — bÜ)z — ^C'' i=zOé • ■ : !•; 

, ‘ ■ I • 

.Supposons colle dernière éqt^stioo résolue, et désignons par s, , s„„ *%•' sus trais ea- 
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cine*. Soi«u* pl“» “ > v ,'u> Uois otpmstODi propre» > ttirififer non^tQfeltiUeiiV loi 
fnroioloi . • ! ‘ •' .1 r 

f,oo) (loi) ‘r* = :,, ' • " (los) 

■'"i 

deM|ucllc« on lire «*v*i»* = ti î,îj = 6/| C®, lii'jt* = zfc 86’ ; niais cnooooUicon4irton 

’u;''. 4 - .1. r 


(io 3 ) 

Alors, si l'on prend; | 


uvir == 86'. 


(io 5 )' 


6 + B~«f =it O , 


a — h — c-\-d = w, 

. 1 .3 a l•>V"f^o '!• !' 


(io 4 ) a + 6 — c — d =ï U , 

on derra prendre aussi 
(io6) 

Attendu que Ton aura 

. t , s .. . ’.ï . ï 

{107) ((i + /i-f-rf)(a - — <■)-=“ + + + , 

!• 1 I ir ;i* ! --U : j: . » ■ i.'js. s. . il . i. tj* ® f .:*> ^ i \ ' 

i:l par conséquent ^ v'/’f | * s^ci i ■ i' » ï'iM'.j is . v' 

(1 oft) (** 4" 6 — c — rf)(rt — “ ^ + c — rf) (a ^ c ci J = ui'w . 

Si maiiilcoanl on combine loi formules (io 4 )s (io 5 ), (106) avec la promicio îles foramlcs 
(60) , on en déduira i- 1 .t . q 1 i 


ii'fp +9 * ■ ' , u-f-ca » * #*®TP«6r , ir-zc-r 

(-09) « = -j— . ''=—4--' «=— 

' * "I 

Observons, au reste, i.* que îles valeurs Je a , v , w , tirées des équations (loo) , 
(101) et (io 3 ), satisferont toujours à réi^uatimr (loa), ■j." que coi quatre équations con- 
tinueraient d’être vérifiées , si deux des valeurs dont il s’agit venaient à changer de signe. 
Msiii lions las ualeohi dos raoinos o , è, r, d'V délcrniin6i-s par les forittules (lOp) , 
sernieolsioipioment éetMngées eMre elles. * ■* 'I • i ' i’ . ' 


; ' _ . \ i *— *.s , • “ ■ ' — . 

S 7. Sur ht dilcrminalion drt racines rcelles d’une éijuation dt ile.^ré fiuclconquc. 

n —a. •■■• f l , ‘ J ■ • *1 i ,'a . - '.iiuu'ail . .(.i.i'éd' .K • ' 1 . ,-ia» 

On a vu , dans le cim|uieme par.açraphe , couiment on [ipuyUil çqnsiptçr l.eJMSt^ucc 

et inêino déterminer les valeurs des racines réelles ou imaginaires d'uucy équation ilp 
degré quelconque. Toutefois , lorsqu’on calculera l’uno après l’autre ecs diverses racines, 
à l’aide du la méthode indiquée dans le paragraphe dont il s’agit , il arrivera souvent que 
les racines imaginaires se présenteront les preuflères; et comme, dans beaucoup de ques- 


> 
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lions, il importe surtout do conoAUro.let rociocs réelles d’6<|(iatiiunt ii coelIjcieRls réels, 
il ne sera pas inutile iTcxposcr ici une méthode simple ù l’aide de laquelle on puisse éva- 
luer directement ces mêmes racines. Tel est l'objet dont nous allons msintcnsnt nous 
occuper. 

Soit lotijniirs , )o _ . > . ■ . u. 

^ 1 j a;" /Yx"”* ' ^x^”’ “4“ -f- K = o , , ^ 

l’éqnation proposée du degré n , A , B .... I , K désignant des Coelficiéilts réefv. 

« 

Soient opcore a , b , c , h , > , 4 les racines de cette équation , et 

. , . , . ■ D.hii' '.i- iî 

fl » (>»>••• P»- 1 1 p.1 

' : ' > I 

les valeurs numériques des cocflicicnts 

A, K. 


fl" N«sl Mfc«ll,yv4ls 


D’après ce qui a été dit dans le paragraphe S, le module de chacune des racines a, 
b , c , ... b , i , h no pourra surpasser la racine positive i de l’équation ' 


'=plt" * + p,v* + p._,t , 


••i' ît ■» 1 «s’-i I ; * . ' I , ' ». • I . » 

ni le plus grand do» nombre» 

(3) .»! + *» p. :i- • . ... p»_i + 1 , p»+>' 

ni le plus grand terme du la suite 

I . ■ • 

(4) ’ . ap.» (np.f, (»#„)•;• 


'.'■•I • 


( i l. ■ 


Il sera donc très-facile de trouver un nombre supérieur aux modules de toutes les racines 
réelles de l'équation (i). Désignons par r ce même nombre. Le module de chacune 
des dilTércnccs 


(.î) a — b, a' — c , ... a — », <l, — k, b — e , ... b — i, 6 — k,.,.i — k 

sera , en vertu du a.* théorème , inférieur & ar ; et comme leur nombre est précisé 
ment égal au nombre de combinaisons que l’on peut former avec n lettres prises doux 
à deux , c’ost-i-dirc , à 

"(”->] ■ ■■ ■ 
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>i l’on nicl de côld l’une de ce* différence* , par exemple , a — b , le produit diHoules 
les autre* offrira, en vertu du théorâne 5 [corollaire i."], un module inférieur h l’eX- 
prcsiion 


(6) 


(»r) 


D’ailleurs on pourra aisément déterminer, par les méthode* oxpo*ées dans le paragraphe C, 
le produit de* carré* do toute* différence* dont il a’agil. Soit la valeur numérique 

de CO pro'duit, eft. désignant une quantité positive. Cette quantité sera évidemment 
égale au produit de* modules de toute* différence* ; et par suite le module ou la valeur 
numérique d’une aeule différence a — 6 ‘ surpassera le quotient (|u'on obtient en di- 
visant le nombre . SfÇ > " f*' l’expression (6). Donc, si l’on pose ^ 

. . ... , I. 

ri a ... «1'^ . ' ' ' • • 

(ar)— ; • 

a sera an nombre inférieur b la plu* petite différence entre te* racines réelles de i’éqna- 
lioa (t). '• ' • 

Il est bon d’observer ^e le nombre é , déterminé par la formule (7), no pourrait 
s'évanouir que dan* le cas oii l’équation proposée adnpettrait des racines égales. Nous 
exclurons dorénavant ce dernier cas; ce qui sera sans inconvénient, attendu qu’on peut 
toujours débarrasser nue équatioii de* racine* égales qui la vériGent. 

Lorsque les coefficienU A , B K de l’équation (l) se réduisent b de* nom- 
bres ent^er* , oit' à , comme nous farob* déjb rémarqéé, , 




H.t. 


n Jil 

b'H 


I b.-» I 


'ÿç=‘ 


on' > I , 


et par conséquent la plus petite difiéreoco' entre deux racines réelles est supérieure au 
nombre A déterminé par ta formule 


(9) 


& = - 


(ar)- 




Lorsqu’à Faido de la formule (j) ou (g) on a caleolé un nombre a inférieur b la 
plus petite différence entre deux quelconques des racine* de l’équation (1), il devient 
facile de constator l’existence de tontes le* racine* de cette e*pècc , et d évaluer chacune 
d’elles avec une approximation aussi grande qu’on le juge convenable. En effet , soit m 

le nombre entier immédiatement supérieur au rapport ~ > Il est clair que toute* lé» 

IV.’Axxéx. ‘7 
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racii^ réelle» de l'équation (i) aeront renfermées entre les limites — mA . + m a , 
et que deux termes consécutif! de la progression arithmétique 

(10) — mi, — (m — — 3i, — îi, — i, O, A, ai, 3i,...(m — i)A, mi 

ne comprendront jiimais entre eux plus d’une racine réelle. D’ailleurs, lorsque dons le 
polynôme 

(11) x" ^x'-' Ix + K 

on substitue successivement , h la place de 2 , deux quantités entre lesquelles une 
seule racine réelle nu plus se trouve renfermée , les résultats obtenus sont de même 
signe ou de signes contraires; pour parler autrement, la comparaison du ces deux ré- 
sultats nflre une permanence de signe ou une variation de signe, suivant qu’il n’existe 
pas de racine réelle ou qu’il en existe une entre les deux quantités dont il s’agit. Par 
conséquent, si l’on prend les termes de la progression (10] pour des valeurs successives 
de la variable x , et que l’on forme la suite des valeurs correspondantes du polynôme 
(il), celte nouvelle suite offrira précisément autant de variations de signe que l’équation 
(1) a de racines réelles , et chacune de ces racines sera comprise entre deux valeurs con- 
sécutives de X qui, substitnées dans le polynôme (11). donneront des résultats de 
signes contraires. Soit x, et x, =;x, i deux semblables valeurs, cl supposons 


(n) 




*. + *, 


:X,+ 


La racine réelle comprise entre x, et x, sera évidemment renfermée entre x, ut { , 
si la substitution de f au lieu de te, dans le polynôme (it), fournit un résultat 
de même signe que la substitution de x, ; mais elle sera renfermée entre ( et x, 
dans le cas contraire. On pourra donc remplacer les limites x, , x, , qui diflbrent 
entre elles de la quantité i , par les limites x, et ( ou ( et x, qui diflbreront 

entre elles de la quantité ~ continuant de la méoK manière, on iinira par res- 

serrer une quelconque des racines réelles entre deux limites dont la différence , repré- 
sentée par un terme de la progression géométrique 


(. 3 ) 



sera aussi petite qu’on le voudra; et par conséquent on ponrra calculer celle racine 
avec une approximation aussi grande qu’on 1 e jugera convenable. 

Il est bon d’observer que, dans la progression (>o), on pourrait sans inconvénient 
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remplacer la valeur de a , tirée de Informulé (7) ou (g) , par une râleur plus petite. 

Pour montrer une application de la méthode que uous venons d'exposer , considérons 
l’équation 

(i4) — ax — 5 = 0, 


* 


traitée par Lagrange et plus anciennement par Newtpn. On aura , dons ce cas. 



et l'équation (1) réduite 5 

(i6)i|l i. .• _ ,a.* — ji*^5 = o, 

I U <1 i 

offrira une racine positive 1. inférieure h - i/f , ' puisqu’on supposant s < on 

trouverait , 1 

e 

Donc éhacune des racines de l’équation (l4) aura pour module ou pour valeur nuiiTé- 
rique un nombre inférieur è 

( 16 ) r = y/S=*,a36 


b'autio part , si l’on désigne par ü le produit dea carrés des différences entre les ra- 
cines de l'équation (14) > et par «Hé^' la valeor numérique de ce produit , on aura , en 

vertn la formule (7S) 4 |*.a***^™* f***P*P^* , . *‘^ 4 . 

ïïl / B •_ .C— <t/t ■ ;,!U.S|> 


(18) 


ü.=4.8 — S7.a5 = — 64Î. 

;r(,' = 643. 


Par suite on tirera de l'équation (7) , en prenant n = 3-et r= , . 


('9) 


1/64S a5 ^ 

'== — > '• 
4.5 30 


Donc, si l’équation (i4) a plusieurs racines réelles, la différence entre deux de ces ra- 
cines ne pourra être inférieure k l'unité. D’ailleurs , si l’on remplace 4 par I unité , 
les différents termes de la progression (lo) deviendront respectivenvot 

(*o) ’ — 5, — s, ° • .1 ' ' *' 
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et coume lei Mtour» corceipoQdaoliei du pr«mi«»metnbre de l'équalioa (i4) eeront 

(îi) — ïü, — (J, —4, —5, — C, —I, +i6, 

il cat clair que réqunlion (i4) offrira une acule racine réelle comprise entre les limites 
3 et 3. Ajoutons que, d'après ce qui a été dit plut haut, on peut è la limite 3 substituer 
le nombre a,s3G.... Si maintenant on resserre de plus en plus les limites entre les- 
quelles la racine réelle de l’é^Sation (i4) est comprise, on trouvera 

« 

(as) * = 8 , 0945514 .... 

Il ne sera pas inutile de remarquer que, daoi beaucoup do cas, on peut, à l’aide de 
diverses considérations, faciliter la recherche dos racines réelles d'une équation donnée. 
Ainsi, en particulier, on conclut immédiatoment des principes établis dans le paragrapbe4 
que l'équation (i4) admet une racine positive, mais une seule inférieure à \/î . D'ail- 
leurs , en remplaçant X par — * , oji tire de l’équation. ( 1 4) 

** — a* + 5 = o, 

SC*— ^s*, 5 — a* 

sont toujours positifs pour des valeurs positives dq a; , savoir, lu premier tant que l'on 
a * > > i,4>4 • rt le second tant que l’on a * < a,5 , il est clair que le 

premier membre de l’équation (s3) no pourra jamais devenir nul pour des valeurs posi- 
tives de *. Donc par suite l'équation (i4) n'admettra point do racines négatives, et 
n'offrira qu’une seule racine réelle. 


(s.â) 

et comme les deux binômes 


$ 8. S{tr la théorie de Célimimation. 

Soient 

(i) x" + Aa"-' Bx"~' + lx + K = O 

» 

et 

(a) *" + + Ç*"~" + ••• O > 

deux équations algébriques , la première du degré n , la seconde do degré m . Si 
l’on élimine entre elles la variable x , l’équation résultante de l’élimination exprimera 
la condition è laquelle les coefficients 
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(3) A. B , I . K, et P. "'Q,:...S. T 

doivent talisfaire, pour qu’une aeule et même valeur de x vérifie tout h la foit lea * 
équationa (■] et (a). Soient d’aiileura 

( 4 ) ( 1 , 6 , i , I k . . 1 . 


la» valeura diatinctea de x, qui aentpropraa 6 vérifier l'équatioi.(i)> Soient de mèoMi 


(5) 


P> ,9 * 

I • *t.. 


•I» 4 t *. » ’ » *t.. tt • . I» 1 

lea valeura distinetea de x qui aonrproprea H ydrifferl'équatioa' (6) ,'et ftiaona 

' »=s- 


( 6 ) 


L 




Pour que leii éqMtie*»i (i) eti (i) «ubaiateot aiipuUanétnent , il aéra néoeasaire et il auf- 
fira que l’un dea facteura du produit V a’évanouiaae , ou, en d’autrea termea, qne .ce 
produit It^-ipêiqe ae réduiae à zéro. Donc l’équation do condition 

( 7 ) V = o 

m 

pourra être apbatitoée à celle que produirait l’élimination de x entre le» équationa 
(l) et (a). J’ajoute que , ai chacune de cea dorniirea offre aeulement de» racine» inégales , 
il aéra Acile de transformer le produit* V en une fonction entière dea.coefficientai A, 
B .... l , Kt P , Q ,... S , T. C’oat ce que l’on démontrera sans peine h l’aide dea 
conaidérationa auivantea. . 

Lea racine» do l’équation (à) étant inégale» entre elle» et représentées par p ,'q , ... 
a , I , on aura identiquement 


(8) (x — p)(x — — a){® — ») = *"■’+ Pœ”-' + Ox"-’ + ... + 5x-f T, 


et par suite 


(9) 


(a— p)(a—î). ..(a — »)(a—f) xzo^ + Pa"-' 4- Ça"— -j- j,Ja-j-r, ^ 

etc " “ ‘ 


f 


vÿ 
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Cela poié , la formule (6) donnnera 

(lO) = 

+Ço--*+..+5a+T)(i'”+P4~— +Çt"— +..+5i+T)..(A"'+P*”— +Ç*"— +..+5*+T). 

D’aillcura, le< racines de l’équalion (i) élanl supposées inégales, le second membre de 
la formule (lo) sera évidemment une fonction symétrique de ces racines, qui pourra 
être transformée' par la méthode exposée dans le paragraphe précédent en une fonction 
entière des cooQicieuts A , B , I , K et P , Q , S , T. 

On arriverait encore aux mémos conclusions en observant que la valeur de V , don- 
née par l'équation (6) , peut s’écrire comme il suit, 

(..) U = 




Or, si chacune des équations (i) et (t) a’olTre que des racines inégales, on aura iden- 
tiquement ' ' '• ! I- -I ■ • 

. ’i t ;i . ■ I I 

(n) (* — «)(* — i)... (» — <)(■* — i) =x* Jx’-‘ + Bar"~* -J-... -4-f* + .S > 

puis on en conclura > • : ‘ 

/ (p — ^)(P — ^)"'(P — 0(P — é) = P" + + Bp ""*’ + ••• if , ' 

* : J 

(y-a)(,-*)...(v-i)(,-i)=,'4-A"- + B?’-H hi» + if, i li 

’ ■.•/)... 1 

etc 

. ■" ■ ■ 'i.' ' 

(r _ a)(t — — i)(< — *) = <” + + ... +/< 4-B ; 

et la valeur de 1 / , réduite à 

(. 4 ) , V= ■ . . . . ■ r 


(■-’) .1 


('0”''(p'’+'^P'"’-fBp"-*+..+/^+A)(î"+,é?"“HBy"— -f..+/y+K)..(/"+,éf*--+B/"-*+..+/<+if) 

pourra être facilement transformée par la méthode ci-dessus mentionnée en une fonction 
entière des coeilicicnts A , B , ... l , Kl P , Q , ... S , T. ^ 

Si les équations (i) et (t) offraient des racines égales , il serait facile de les en débar- 
rasser et de les remplacer par deux équations nouvelles dont chacune aurait pour racines 
les valeurs distinctes de x propret è vérifier l’équation (<) ou l’équation (t). Alors le 




•r* 


Digitized by Google 


{ ”7 ) 

premier œcmbro do l’équalioD (7) pourrait être transformé en une fonction entière des 
cuVfQcicnts renfermés dans les deux nouvelles équations. Ajoutons que, si, dans la même 
hypothèse , on désigne par a , b , i , k et par p , 7 , ... s , ( non plus les va- 
leurs distinctes propres è vérifier l'équation ^1) ou l’équation (a) , mais les racines égales 
ou inégales des équations (1) et (a), on pourra encore substituer l’équation (7] à celle 
que produirait l’élimination de x entre les deux premières , et transformer le produit 
(•' en une fonction entière des coefficients /t , B , I , K ; P , Q , ... S , T. 

Considérons maintenant deux équations algébriques dont les prcipiurs membres soient 
des fonctions entières des deux variables x cl jr , et supposons que la somme des ex- 
posants de CCS variables soit égale on inférieure au nombre n dans chaque terme de 
la première fonction , au nombre m dons chaque terme de la seconde, si et m se 
root les degrés des deux fonctions , et si chacune d’elles renferme tous les termes qu’elle 
peut contenir, les équations proposées seront ce qu’on nomme des iquaii<m$ eomptètei 
du degrc a et du degri m. Cela posé, si l’on divise la première équation par le 
coeOîcient constant de x", et la seconde par lu cocificlent constant de^ x" , elles 
se présenteront sous les formes 

(1) <B‘ + Ax"-' Bx"-' + Ix-i- K = 0 , 

(*) a- + Pa:“’- + Qa:”— + ... + 5 a, + r = o, 

A, B .... l , K désignant des fonctions entières do . y dont les degrés seront res- 
pectivement égauxaux nombres I, a,... n — 1, n, et P. Q....S.T d’autres fonc 
lions entières de y dont les degrés seront respectivement égaux aux nombres 1. a,... 

• sa. Concevons è présent que l’on cherche les divers systèmes de valeurs de 
X et de y propres à vérifier simultanément les équations (1) et (a). Il est clair que, 
dans chacun de ces systèraos , la valeur de y sera nécessairement une racine de l’é- 
quation (7), V désignant une fonction entière dos coefficients A, B, /, K; 

P, Q ..... S , T, et par conséqueut une fonction entière de y. savoir celle dans 
laquelle peut se transformer le second membre de la formule (10), quand on représente 

* . ^ le» racines égales ou inégales de l’équation (i). D’ailleurs, pour 

opérer la transformation dont il s'agit, il suffira , conformément aa théorème 16, de di- 
viser successivement le second membre de le formule (10) , considéré comme fonction 
de k, par le polynôme ■■ 

^ "t" b a /d ; ^ ^ ^ 

puis le reste, considéré comme fonction de i, par le polynôme , . 1. 1 ' ; 

'*+(A + -.+* + a)i + A’+..-f<*+a*-j-A» + Aa 4 ... + èa-|.,^(i. 4 -A + ;.+6+a) + B; 
etc . . 1 
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La fonction V cUnt ainsi cldtcrmioée , toutes les valeurs de y , <)ui permettront de 
vérifier simultanément les équations (i) et (a) , devront satisfaire i l'équation (7). 

Il est facile de s'assurer que la fonction entière de y , désignée par V , est d’uu 
degré inférieur ou tout au plus égal à mn. En effet, comme les degrés des fonctions 

A. Kl P, S. T 


sont -représentés par les nombres 

1, B, ... a — I, b; 1, a, — I, 
les valeurs des rapports 

A_ I A. . 2 . ^ 

y ' X’’ x"~' ’ y" ‘ y ’ y' 

resteront finies pour des voleurs infinies de y , et Ton pourra en dire autant des valeurs 
de : ■ propres è vérifier les deux équations 


(..5) 


(16) 


. sé . B .7 .JC 

î" -4- — î"~' + — e"~’ 4- ... -I* ' J + — = O , 

PO s TT 

*"4 î'"-' 4- — î"'-’ + ... H î4 O , 

' y • yt ' * ym—t • yin ' 


c’est -è-dire, des rapports 
« b 

y ' y ‘ 

Oooe ie produit 


(•7) 


y ’ y 


y 


s ( 

y y 




qui, en vertu de U formule (fi), sera équivalent au rapport 

• ■ V 

conservera lui -même une valeur finie pour des valeurs infinies de ; ce qui exige que 
le degré de la fonction de y, désignée par V, no surpasse pas mn. On se trouve 
ainsi ramené è un théorème connu, et que l'on peut énoncer comme il suit. 

17* TnéoaÊaE. £(atts domijee defice équations nlgébriÿna en a; et y, fane éa de- 
gré n , l’autre du degré m , on peut en déduire , par C élimination de x , une 
éÿtmtten en y dont le degré soit tout au plut égal au produit mn . 
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SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

D'ÉQUIUBRE OL DE MOUVEMENT POUU UN SYSTÈME DE POINTS MATÈIUEI.S 


SOLLICITÉS PLIt DES POUCES d’aTTBACTIUN 00 DE EÉPVLSIOK XlITl'ELLE. 

— «aawswnEnii 

J'ui fait voir, dans le troisième Pulume des lixercicei de Mathématiques [pages l88 ci 
suiv.], comment on pouvait élablir les équations d'équilibre ou do mouvement il'uii sys- 
tème de molécules qui s’attirent ou se repoussent . en supposant ces molécules très- peu 
écartées des positions qu'elles occupaient daiiS l’état naturel du système. Pour obtenir 
les équations dont il s'agit, il suOit de substituer, dans les formules (ôa) ou ( 34 ) des 
pages 197 et 198, les valeurs de -ï , l) , 3 déduites des formules ( 25 ),'( 2 C), ( 3 o) et 
( 3 1). Ces valeurs se simplifient et se réduisent aux quantités X,, i). , 3 , déterminées 
par les formules ( 3 i) , toutes les fuis que les seconds incinbres des équations (117) et ( 3 o) 
s’évanouissent. C’est ce qui arrivera , par exemple , si les masses m , m', m*,... des 
diverses molécules sont deux è deux égales entre elles, et distribuées symétriquement 
de part et d’autre d’une molécule quelconque Bl , sur des droites menées par le 
point avec lequel cette molécule coïncide. Cela posé, soient, dans l’état naturel du sys- 
tème , 

a , b , e les coordonnées d'une molécule quelconque tll , rapportées è trois axes 
rectangulaires des x, y, e, 

r le rayon vecteur mené de cette molécule h une autre molécule m très-voisine, 
et, P, 7 les angles formés par le rayon vecteur r avec les demi-axes des coordonnées 

positives , 

f(r) la force accélératrice qui mesure l’action do m sur Itt , 
dzMmf(r) la force motrice correspondante, prise avec le signe on le signe 

— , suivant que cette force est attractive ou répulsive.* 

/(r) une fonction do r, distincte de et déterminée par l’équation 

-Soient de plus 

(a) x = a4-t, 7=*-[-a, s:=e-d-C 

les eeerdonnéos d« la taolécule Ht , relaliTM è un état d’équilibre on de moaremeat 
dans lequel osi suppose appliqué* à celte moiécuba iiao force aceéiératrioa y dont ies 
projections algébriques sur les axes coordoonés sont désignées per X , Y , Z . Les 
IV.* ARRia. «8 
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qiiAtililti? {, r, , ç représenteront les déplacements très -petits de la molécule tlt 
mesurés parallèlement aux axes des x,r, ~ . et , si , en réduisant les valeurs de Jt , 
1) , 3 è celles de Jf, , I), , 3, , on fuit pour abréger 

(3) 31 = sj^db — cos’a^(r)J, 0 = s|^zh ^cos’15/'(r)J, C = s|^±^cos’Y^(r)J , 
D = s|^±^''cosero87/‘(r)J.€ = s|^±'^coSYC08t/(r)J,,f=s|^±:^’’cosacosf/i;r)J; 


(à) /. = s[’^cos4a/(r)], .W=5[î^co,^p/{r)], -V^Speos^r/W]. 

-| 1 )) /■’ — cos’^cos*7/(r)j, () = s|^^C0S*7CO8’a/{r)J, il = s[i^co 5 * jcos’^/(r)j; 


I f' = s|^^cos’aCiisfeos7/(r)j, f - S y cos’ucosy /( r)] , Jf' = s[^^co3’icosîi/(r)J, 
.) ( / ' = s|^— cos’Seo87_/'(r)J, s[^l^co 5 aros*^ 057 y(r)J, W" = s[^^cosacos’f./'(e)j, 

= -^eosftcns’-^yfr) j, é" = Sj^î^oo5acos’7/'(r)] , /f" = sj^^cos«cos^5’7/'(r)j. 


on aura, en vertu ilc la formule (3i) de, la page 196 du troisième volume. 


;s) . 


da* dh* de* 


,D-^+,e4:« 


dbdc 


tictia 


daHh 


/..rf’l ,,d’5 j„d*i ,„d'y, .,d*f, „d’ti d’î „</*ï ,.d’S\ 

\ dbdc deda dndb dbdc deda dadb dbdc deda dadbj 

!) == etc 

3 = etc.. 


Dans les équations (8) , les coordonnées primitives a , b , a sont considérées comme 
variables indépendantes. Si l’on voulait prendre pour variables indépendantes x, y, t 
au lieu de a , b , c , il suflirait, comme on l'a prouvé à la page *07 du troisième 
volume, d'écrire partout x au lieu de a, y au lieu de b, s au lieu de e. On 
aurait donc alors 
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ds* rtfy“ di* d 


dydt 


dutx 


djuij 


dx* d)* di* dx* dy** , di* dx* dy* • di* 

+ s[ü— — +/^— — — h// —T — h' j-r — ^1'T7' + ^t~7‘+" 7^) ' 

\ dyrf: didx dxay djdi dzds djdy djdt ludx Jxvt ! 

Ij = clc 


3 = 


eic,, 


Eu substiluaal co duriiièru» valeurs du X , I) , 3 dans les iormulus (34) de la pagi 
igS, savoir, 

(.0) X + ^ = »)+l' = -îf. 3 + Z = ^, 

on obtiendra lus équations dilTérenlicllcs propres à roprésunlcr le utouveiiiciit du syslùiif 
des molécules m, m', m*.... , et l'on trouvera 


(»ii 


d*? 

—a: 4-21 

d'I ^ 

o"’^ iC"*' laP 

d"? 

1 ifl* 1 n f 

d'i 

rf<* 


dx* . 

dy. ' ^ ds* ' 

dydi 

dtdx 

dxdy 

r 

„rf»Ç 

i #î ^ 1 



..d'n 


. t/m 

dx* 

dy' 

^ dl’ 

dx. rfy. 

dt* 

' dx’ dy' 

dl' 


i rfyrf» dids~^ dxdy dydt dzdx dstly dyd*~^^ dtdx^ dxdyV 


dydt 

d'n 
dl' 

r'/'î 


dx* dy* dt* dydt dtdx dxdy 




..rf'ï 


, <<•« 


, d'ii 


, d'n 


+ fy^’¥fr^+fr^+R^+M^+p~+u:iill+u'~-hü‘— 

dx' dy* dt' dx’ dj' dt' dy' dy’ dl' 

f -^ + 1 /— + R — + 0 '— + f" — + /f"— - 4 - P— + \ 

\ djdi dtdx dxdy dydt dtdx dxdy^ dydt dtdx^ dxdy}' 


, .‘'■î 




n '*•'! «• n ‘*'5 

ti—r—+Z— +*D- 


dy' 


I 


£li 

dm* 


+y 


d*€ 


d'i 




I 4-^ 


tfy* 

\ dydt dtdx dxc 


d*n 

dx 


dydt 


- rf'Ç f rf*Ç 


d'K 


L+0' + 4.QJLi+.p^ +/V-Ü. 

• <fy' dt' ^ rf** dy' dl' 


d'i 


4- f"£lî 4- 4_ f“£l5.4.1f'»,£lî.\ . 

rfjtfjr ' rfyrff (Talc rfyds ‘^■*dyj 
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Si lo systèiiio n'élail pas en mourement, mais en (itjuilibrc, il faudrail réduire <i zéro le»' 
premiers membres des formules (l ■)• 

Soient mainlennnl 

1 la densité du système au poigt (is , b , c) , dans l’état naturel , 
f la densité au point (x,y,t) dans l'état do mouTument , 

V la quantité positive ou négatire qui mesure la dilatation ou la condensation du volume 
autour de la molécule ttl , dans le passag;c du premier état au second , 

/>', /<*, p'" las pressions ou tensions supportées au point [x,jr,z) dans l’état de 
mouvement, et du côté des coordonnées positives, par trois plans perpendiculaires 
aux axes des x , des y et des s , * 

. 4 , F, E i F, B, D ; E, 1 ) , C les projections algébriques des pressions ou ten- 
sions P , p' , p‘. On aura, en vertu des formules (17) et ( 5 y) des pages aiy et 
■s 33 du troisième volume des Exercieet, 

(■») 

1 

(. 5 ) 

\ 

De plus, en prenant x, y, z pour variables indépendantes , et joignant les équations 
(23), (26), (27) , (28), (29), ( 5 o), des pages 222 et suivantes, aux formulçi ( 5 ), ( 4 ), 
(3) , (f>) , (7) du présent article , on trouvera 

+-«SÎ ’ 

(£+5)+'''(ÿ+S)S- 

+•"^1 

■(S+î)+ -(!-+£) !• 


f . a=,|-v(.+,£)+.si. 

+'l"S+-“ÿ+'’sr+''1S+ÿ)+''' 

C = ,j.*g + .D£ + ï( 


p = . 


d\ dn . rf; 

rfx ^ <r à- 
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+ P 


fl = ,|B+«S + Dÿ + «ÿ + jg + a^+Dÿj 

''s+''ÿ+‘’'S+'’(î+^)+""(ë+S+'"(lr+â)r 


<« 


, rfî 


rf« 


<n 


£ = .!€ + .1^ + J^ + €^ + €^ + D^ + € 


[> 5 )(. 




</x 


«!r 


£1 

i 


-|'■S+-•S+-î+«•■Ê+S)+«(£+S)+“(f+S)|■ 

f='|j’+^s+«f + Dÿ+»S+-'ÿ+«SI 

+ ' I '''S + »■' "■■S+ '■1S+ç) + '•■ (S+3) + ^ (S+£) I ■ 


• \ 

EnOn, <i l'on substitue, dans les équolions (i4), la valeur de f tirée des formules 
(il) et (i3) , savoir, 

(.6) 


# di 

itn 

rf;\ 

\ dx 

<</ 

dij 


on en tirera, en regardant les déplacemonU {, v, C coamw iafiniineDt petit*, et 
négligeant les inflniment petits du second ordre , 




(«7) 


^=|4+S-|-ï)+-4+’«Si‘ 

.=|.>£+o(,-S + ÿ-ÿ)+.eij, 

“S+"$+'’£+'''(S+0)+'"(S+S)+^-(ÿ+s)|*’ 

|«S+'’ï+»ï+"'(S+J)+'"(ë+S)+»'-(ÿ+è)j,... 


I 
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|^S+^'f+"-S+'-(ï+f)+'-(S+ï)+'"(f+i')l- 

+i''S+'”ÿ+’"ï+""(è+l7)+«(ë+3r)+‘'(l+ï)i*' 

'=!°î + eï + 4-î)+’'£ + "f!^ 


1 4 - JV^+ + + 

' \ dx ify lit' Kdt'djj \dx di I \dy dx j \ 

On peut, en supposant ennstnntcs la densilt^ A relative à l'étal naturel du système 
et les quantités 

( 19 ) a. G, €, D, € , J'. L. M, N, P.Q,R. ü. V. JV, V, r. jr. V‘. y. n‘, 

revenir facilement des équations (ly) et (18) aux formules (ii). En ciTet on tire des 
équations (aS) at (s8) de la page 16G du troisième volume ■ 

Prf 7 r-p-ï+ * 


{<0) 


d'K 


rf’i; 


rfF 


rfy 

I 

rfB 

. <‘D 

rfy 


dD 


dy 

+— = 


puis on en conclut/en divisant les deux membres de chaque équation par f> = (■ — >u)^ , 
/ rf*f 


(îo) 


• ~ ^ ^ (1 -v)i \ dx ^ rfy ^ rfî / • 

VA ' l 'IF . dP dP\ 

lit* (l-u)a \ (tx d/ dz I ' 

ri’ï , , • (dE , dD , dC\ 

di' (,-v)A \ rfx rf_r rfi j ■ 
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Or, «i, liant lus forinulet (19), nn remplace les pressions A , B , C , D , Ë , Ë 
par leurs valeurs tirées des équations (17), (18), alors, en négligeant les infiniment pe- 
tits un second ordre et réduisant en conséquence le binôme 1 — u b l’unité, un re- 
trouvera précisément les formules (1 1). 

Lorsque , parmi les sommet comprises dans les équations ( 3 ) , ( 4 ) , ( 5 ) , (6) , (7) , celles 
qui renferment des puissances impaires de cota , de cot^ , ou de COS7 se réduisent h 
zéro, c’est-à-dire, en d'autres termes, lorsque les quantités 


(a.) D, €, J', V, V. w. I'. r, rr. fj\ n" 

s’évaaouissent, le système des molécules m , vu', m*, ... peut être considéré comme 
nflrant trois axes d’élasticité rectangulaires et parallèles aux axes des x, jr, s. Si, 
dans le même cas, on désigne par C, H, l les valeurs dus coeflicionts !/( , O, C , 
en sorte qu’on ait identiquement 

(9») a = C, G = //, € = /, 


les formules (1 i) coïncideronl avec les équations (&8) de la page 908 du troisième volume, 
et deviendront respectivement 



d't, 



Y 

d'i 


■dxtfy 

‘*v 

didx 


de ' 

+ tB 

d‘i 

+ ili- 

d'i 

+ y — 

d'n 


tfydi 

dxdy 


dt» ' 

-l-sQ 

d'f 

■hiP 

d'n 

+z — 

d'I 


dutx 


djdt 


di^ ’ 


Alors aussi les formules (17). (i8) s’accorderont ovec les équations ( 49 ) , (So) de la pagi 
*3o du troisième volume, et sc réduiront à 

/ ^ = |(L+C)g-H/J_C)g+(Ç_C)J + cjn. 

(*4) + + + + 


✓ 


0 
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Enfin , si le lydëmo est constitué de tnanièro que l’élasticité reste la même en tous sens 
autour d’une droite parallclo é l'axo des : , on aurn'simplomont . 

(5o) C = /I. L==M = hR, P = Q. 

et les formules (a3) , (a4) , (»5) donneront 

. • 


dxdj 


rit' 


(3i) j (« 4 -C) -^ + (3fl-+-C) (Ç+/) + 


iR- 


.■ï=- 

dydt dxdjr dt * 


\ </df* dy* / ' * dt* ^\d:4i£ ffydt ) dt* 

^ = j(5« + C)g + («-f;)g + (y-6) J + c}a. i 

I3a)1 fi=j(«_C)^-f(3fl + <7)ÿ + «>_G) J + Cji, 

! «=|w-'ië+ÿ)+i'»+'iS+'!^' 

(35) e=j(Q4.C)J+«?+/;^j.. 

J ^ « 

( +S)‘- , ■. * 

Lorsque, dans les équations ( 17 ) , ( 18 ) • on pose , pour abréger , 

(34) 214 = 0. 64 = b, €a = c. JH4 = li, €4 = r*. Jx = f; 


(35) 


i4 = a, if4 = b, iŸ4 = c, P4 = d,. <?4=e, Jl4 = f, 

I/4=u , PS=T, fTà=w, tr'4=li', r'4=T', ir'l=yt', l/*4=u*, f"4=»',»f"'i=w'. 


elles deviennent respectivement 
IV.* AWia. * 
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di 
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^=“('+S-ÿ-S)+-'f+’' 
S+”(ï^+f)+’fê+S)+"(f+S)' 
»=-'S+‘(-£+f-ï)+‘>î 
+'£+‘ÿ+-$+y(S+f)+.'(S+S)+r'(f+a 

1* + *] + ’ ls+ÿ)+» 

B=»(,_a + , £! + (£+•,£ + , ± 

\ dx) fis fis iif dz. 

”-î+^(î+f)+”-(S+â+''(f+S 

-, rf, rfç ,/rf, rfa <' 5 \ 

rfT+"; t+^)+®fe+rfr)+“i;F+z^j 

F=^/^ + r±L4.ff,_^\ + ai^: + b# 

+ w^ + w'^+w'^ + v(ll + a + uf^ + ^Uf(^ + 

dx dy dz \dt dy I dz J vrfy 


(37)/ 


+ u ^4- u'^ + I 
dx dy 




Si l'on admet que, dans rélal inliirel du «jsUimc des molécuica m , m', m*, 
les pressions p', p', p"', cl pur suite IciiFs composantes ou les six fonctions .f 
C , D , E , F s’évanouisssent , ks cocflicicnts d<!'s!gnés par le« lettres 


21 . 0 , € . D . € . 


)■ 


etc. . 

. li. 
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dans les formules (i i) , (> 7 ) . (i^) ■ ou par* les leltrcs G , // , / dans les équations 
(aô) , (i4) > (aS) , se réduiront è zéro , ainsi que les constantes représentées par •- 

Û. b, C, îl, f., f 

dans les furuiulos (56), (S^). Alors les équations (a4)> (aé] et (a3) coïncideront favec 
les équations (65), ( 64 ) et (68) des pages a35, aô4 et ï 35 du troisième volume des 
Exercices; tandis que les formules (36) . ( 87 ) reproduiront les valeurs de /i , B , C , 
D , K . F ' que nous avons précédemment obtenues è la page 9 . 







Digitized by Google 


SLR L’ÉQUATION 


A L’AIDE DE LAQUELLE ON DÉTERMINE LES INÉGALITÉS .SÉCULAIRES 


DES MOUVEMENTS DES PLANÈTES. 


(i) »■=/{!!:, y. Z,...) 

une fonction réelle homogène et du tccoud degré. Soient de plûs 

(a) )» > 'K-r.J'»*»—). 

les dérivées partielles do f(x,y,z,..^) "prises par rapport aux variables x , y , z.... 
Si l’on assujettit ce& variables è l’équation do condition 

(5) + 1*4. ... = I , • s 

* 

les maxima et minima de la fonction s seront déterminés [ voj^cz les Leçons sur le 
calcul infinitésimal , page s5s] par la formule ^ ' 

,,v _ X (■»•./. *»•••) _ 'K'v.j', _ 

' ' r y Z ’ 

D’ailleurs les diverses fractions que renferme la formule (4)i étant égales entre elles, 
seront égales au rapport 

qui, en vertu de la condition (3) et du tlyiorême deS fonctions homogènes, se réduira 
simplement à 

af{x,y, Z,,..) = as. 

On aura donc encore 
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( > 4 > ) 


,e.\ y(-r.y.«.-0 _ »’•••) — . — .. . 

w a jr « 

ou, cc qui revient au même, 

(6) ,.)=«=. -7 *.-)=■»/• — . •■IC. 

Soi! mainteDoul « 

(7) . ^ S = o 

l’équatiao qiu: foyrnira l'élimination ilei variables x , y , ; , entre les formules ( 61 . 
Les maxirpa et les mitûma de la fonction 

$z=f(x,y.s,...) 

• * 

UC pourront être que des racines de l’équation (7). D’ailleurs cette équation sera semblable 
à celle que l’on rencontre dans la tbéoric„des inégalités séculaires des uiouvements des 
planètes , et dont Iss racines , toutes réelles , jouissent de propriétés dignes de remarque. 
Quelques-unes de ces propriétés étaient déjè connues : nous- allons les rappeler ici, et en 
indiquer de nouvelles. 

Soit n le nombre des variables x , y , z Désignons d'ailleurs , pour plus de 

coûimodité, par » 

( ’Ajj , , Aat f etc*... 

les coellicients des carrés 

*•, y', s*, etc... 

dans la fonciioo bomogèoe » = f(x,y,s,...) , et par ■* ^ 

Atr ^xAft , Atn — Atx , ••• Aft — Atj , •*. 


les coefficients des doubles produits 

* 

**/, aaw, ... *yi,... , 

ensorte qu’on ait 

( 8 ) ' t = A„x'+A„y' + A^t' + T..€ 

, + *A^jXy -H %At.xz 4- ... + + • 

Les équations (6) deviendront 
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{ «4» ) 


( 0 ) 


/#„Æ 4- J,, J 4- A„z 4- ... = «a: , 

A.,x 4- A,,y-\--U^' 4- ... = ^ , 

A,,x 4- A, .y 4- A^z 4- ... = il . 
etc.. .. ; 

<‘t pourront s’écrire comme il suit : 

« 

(A,. — i)x 4- At^y 4- A„i 4- .... = O , 
A.,x 4- + 4-'" = 0 • 

A.^x 4- Af,y 4- {Au — sjî4- ■==“' 

etc 


(lo) 


Cela posé, il résulte des principes établis dans le troisième chapitre de V Analyse algé- 
brique [5 »] <J»e le premier membre de l’équation (8) , ou S , sera une fonction al- 
ternée des quantités comprétes dans le tableau 


(■') 


n 

1 

! 

't; 

A.,. 

Air , 


A... 

A ,, , 

etc , 



Ami» ..^ 



Au — s . 


savoir, celle dont les dilTérciils termes sont représentés , aux signes prés , par les produits 
t|u’on oblicut, lorsqu’on tnulliplie ces quantités, n il n , de toptes les maoières pos- 
sibles , en ayant soin de faire entrer dans chaque produit un facteur pris dans chacune 
des lignes horizontales du tableau, et un facteur pris dans chacune des lignes verticales. 
Cn opérant ainsi, on trouvera, par exemple, pour n=a , 


S =, {A,, — s) {A^^ — s) — A’, 

m 

3 . 


(la) 

pour n = 5 , 

(i3h ^ S = 

pour n = 4» • I » 
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( 1 4) S = (/^„ — ») [À,, — i) {/i„ — ») {À., — .t) 

1 ') + ~ *) + — »)(-^.. — <) j 

I y1'^(yl„ - *){A„ — >) + — «)(/<„ - j) 4- A'., {A., — »)(^„ - »).j 

üf A A A rr"^^ A n A s<t A A" Agy A XH //^aÇ4|g”4) -f- A A „ A rt{A 
+ A\,A'^+A’„A',.+ A-^A’,. . • 

• — ^ A xA A y^AttÊ "4 A xr A xmA jxA xt 4* A x% A xx A x% A xx~\ î 

et on obtiendra pour .S une fonction de s , tpii »era entière et du 

degré n . ; ^ ^ . 

('oncevons è présent que l’on désigne par ' 


(là) . »■ . •»■ *» 

les n racine» réelle» ou imoginaires de l’equation (7), Solnil de plu» 

I 

(iS) X,, y,, 1,; etc.... x. , y., i„ 


de» système» de valeur» de x, y, :,... correspondant» à ces mêmes valeurs de », » 

et choisis de manière à vérifmr le» formule» ( 3 ) cl (10). La prumièr»! de» fonuules (10) 
donuera 

{A,x — »,)x, 4 - Ax^y, 4 - A„z, 4 - ... = O , 
et 

I ' ' # 

(Axx — t.)x, + Ax^y, 4- Ax.i, + ... — O ; 
puis l’un en conclura , en éliminant le coclllcicnt Ax, , 

(17) (». — »,)x.æ, 4- — ar,7.) 4- A„{x.z, —x,t.) 4.... — o. 

En raisonnant de la même manière, on lirera'de la seconde des formule» (in) 



(18) * Ax,{y,x , — y'.®.) 4 - (». — »,)7,.T« + -'Mj -'* ^ ■ 

.P 

de la trolsièiae 

(’O) A„{z.x, — î,®,) 4- A,^{z,y, — r.) + (». — s,)z,z, 4. ... = 0 , 
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etc.... Ëaûo, si l'on «joule membre h membre les équilions (17), (18), {19). elc. . on 
Irouvera 

(ao) ■ (œ,x, + rO> + •■*> + •••)(*■—*■) =“• 

Donc, loules les fuis que les racines s, , s, seront inégales entre elles, on aura 

(*')- i.Oî.+Tf.jr, -|-r,î, -t-... = O î 

• •% ■ 

et , si l’équjtiou (7) n'oflVc pas de racines égales, les râleurs do x , y , z corres- 
pondantes h ces racines, s ériCeront toutes les formules comprises dans le tableau suivant : 

ar,''+7',’ + i,' + =0 , a:,a;,+7'.j',+i,:,+..’=ïO , etc... x,x„-l-y,j'.+z, — o, 

1 ar,x,+j',_7,+r,:,-»..=;o, = 1, etc... x,x,+jr,j'^+:,z„-t-.. =0, 

* 

Ictc... etc... etc... etc... 

I 

ta:„3c,+7',7f,+ î.î,+ .. = 0 . x„u;,+/«j',+î.i,+..=:o, etc... x.’+T',* + j,*+ =0. 

Soit lu.iinleiiant H ceique devient la fonction >S' , lorsque, dans le tableau (ii), 
on supprime tous les termes appartenants b la première colonne horizontale, ainsi qu’è 
la première colonne verticale; et Q ce que devient la même fonction , quand on sap- 
prime en outre les termes renfermés dans les deuxièmes colonnes horizontale et verticale. 
Enlin désignons par P„ ce que devient S, lorsqu’on supprime dans le tableau (1 1) 
les termes qui appartiennent h la même colonne horizontale que le binôme /#„ — s . 
as’ec ceux qui appartiennent è la même colonne verticale que — « , ou bien encore 
le.» termes compris dans la même colonne verticale que — s , et ceux qui sont 
renfermés dans la même colonne horizontale que A,. — s. Les polynômes H , Q , 
, Vij , P„ .... . P,, , ... P„ seront . ainsi que S . des fonctions entières de 

s. De plus on aura évidemment 
(s3) « = P„ , 

t 

et l’on conclura des équations (10), en faisant abstraction de la première. 



Posons d’ailleurs, pour abréger. 


(ï5) • A’ = P„ = «, > = — P,, , Z= — P„ etc..,. ' 

La formule (a 4 ) . combinée avec la formule (. 5 ). donner.! 
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( «45 ) 


(s6) 


X 

le 


= X=-!-=...r=±. 

V — 2 


Y ~~ Z “ \/[X'+Y'+Z‘^...) ' 

et, «i l’on (léiigne par • 

(*7) X, , Y, , Z, , etc... ; X, , Y, , Z, , etc... ; etc... î X, , Y. , Z„ , etc... 

1 rs syalèiiies de valeurs (le X, Y, Z, etc..., correspondants aux racines s,, s,,... 
a, de l’i-quatioD (7) , on tirera de la formule (s6) 



i .*■ 

_ 





1 


A. 

J», 

r. 

Z, 
* ■ ♦» 


it 

’ ’i ... •' 

(98) 

X. 

1 etc. 

r. 

Z, 

/ 


\/{x.‘+r.’+z,'+...)' 



_ J'" 

Im 

= Ole... 

— ±- 

1 


\ X, 

y. 

z„ 


i/{X\+Y\ + Z\+...) 


Les valeurs do x, , y, , z, , ... seront complètement déterminées , aux signes près , par 
la première des formules (98) , è moins que la supposition * = $, ne fasse évanouir 
simultanément les fonctions X= R , Y , Z , et , comme on peut iàire une sem- 
blable’ raisonnement k l'égard de Æ, 'etc..., æ. , 7. , Zn,..., il est clair 

que les expressions (iG) seront, aux signes près, complètement déterminées par les for- 
mules (98) , k moins que des racines de l'équation (7) ne vérifient en mémo temps la for 
mule 

(*9) . . * la . *?ii» ai/ 1*. R = O. ; 




Ajoutons que, si les racines », , ». sont inégales, on tirera de la formule (si) , com- 
binée avec les deux premières des formules (98) , 


( 5 o) 


X,X.+ Y, r,4-Z.Z.-+-eic...=o. 


En partant do la formule ( 3 o) , o ii proine facilement que l’équation (7) ne saurait ad- 
mettre déracinés imaginaires, tant que les coeflicients A„, A,,, A„,...A,y, A,.,... 
A„ , ... restent réel». En effet, si l’équation (7) offrait alors une racine imaginaire de la 
forme x -j- , elle en admettrait une seconde conjuguée k la première ou de la 

forme 1 — et , an prenMt ce» racines pour^ ^», et , on. obtiendrait pour 

X, et X, des valeurs de la ferme , 
lV*e ANNÉE. 


■V 
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(5i) = ^. = 3IL — 

^TTL , étant des quantités réelles. Par suite le produit 
(5s) .Ï.A’. = 5ÎL* + 3T.* 

serait nécesssiroment positif ou nul; et, comme on pourrait en dire autant des produits 

J', y, , Z, 2, il est clair que la condition (5o) ne saurait être remplie, excepté 

dans le cas oü l'on aurait 

(35) X,=.X, = o, y, = K, = o, Z, = Z, = o, etc..., 

c’est,à-dire, dans le cas où chacune des racines s, , s, vérifierait les équations 

(54) P„ = o, P,^ = o, P„ = o, etc.... 

Donc , si l’équation (7) , du degré n , admettait des racines imaginaires , ces racines 
seraient propres h vérifier en même temps l’équation P„ = o , ou 

(»<j) B = o, 

qui est de mémo forme , mais du degré n — 1. En raisonnant de la même manière , 
on fera voir que, si l'équation (19) admet des racines imaginaires, cos racines seront 
propres à vérifier en même temps l'équation 

(35) Q = o, 

qui est de même forme , mais du degré n — 3 ; et ainsi do suite. Donc , si l’équation 
(7) oOrait des racines imaginaires , ces racines devraient satisfaire ê chacune des équa- 
tions de la forme 

(36) 5 = 0, R = o, Q = o, etc.... 

D’ailleurs , en prolongeant la série des équations (36) , on parvient facilement à une 
équation du premier degré , qui coïncide avec la dernière des suivantes : 

(37) — s = o, — s = o, — s = o, etc...; 

et cette équation du premier degré n'admet pas de racines imaginaires , mais une seule 
racine réelle. Donc l’équation (7) n'a pas de racines imaginaires. 
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Coocevon* à prisent que l’on combine la première de< équations (lo) arec la formule 
(ï 4 ). On obtiendra la suivante ; 

( 38 ) — — . 

qui devra coïncider avec l’équation (7) : et 00 efict il soflit d’observer de quelle manière 

les polynômes 5 , Pmt • Ptj . se forment à l’aide des quantités renfermées 

dans lo tableau (11)1 pour reconnaître que i’on a identiquement, c’est-è-dire , quel que 
soit » , 

(jj>) [A„ — t)Pr,~A.yP„ — A„P„ — ...=S. 

Ajoiilnns qu'en combinant la seconde, la troisième, etc.,. , des équations (10) avec la 
formule (e4) > ou obtiendra encore des équations identiques, savoir, 

AtfPj,^ — ('^.v P-^y ^ P‘* r— = O , 

( 4 ») Aj,P„ A ,,P,y {Au —•)Pn =0 , 

etc 

Cela posé , imaginons que l’on prenne pour s une quelconque des racines de l’équation 
= O , ou 

(ag) , B = o. 

Les formules ( 5 g) et (4o) donneront alors 

A XJ P XJ A xt PxÈ = — , 

i. ■' 

{A y J s) A raPx» — O , 

> 

AyxPxy {Alt j) P XI “f" ** • “ ^ I 

• 

etc 

Le nombre des formules ( 4 1 ) étant égal è n , si l’on cflace l'une de celles qui oflireot 
zéro pour second Immbre , les aotnss sufliront pour déterminer, dans lliypotbèsc ad- 
mise, les valeurs des n — 1 quantités 

Pxy t ,Pxt I * etc.... ^ 

,, . " ■ ' \ 

en fonction de S et des coefEoients vé,,, Ax,,...A,^ — s, Ay,,...A„ — s, etc. 
Si, pour Gzer les idées, on supprime la seconde des formules* ( 4 >) • la valeur de Pxy t 
tirée des autres , deviendra , eu égard aux notations adoptées , 



Digitized by Google 



( l/,« ) 



Donc, pour chacune des râleurs de t propres li rérilier l’équation (sq) , on aura 


(/,s) QS = — P./ = —Y', 

et par couséqueiil les quantités Q , S seront affectées de signes contraires , si l'une et 
l’autre diffère de zéro. Cette remarque fournit une nouvelle démonstration de la réalité 
des racines do l’équation ( 7 ) , et permet en outre de fixer des limites entre lesquelles ces 
racines se trouvent comprises, ainsi qu’on va le faire voir. 

Supposons d’ahord, pour plus de simplicité , que le nombre des variables x, y, 
soit égal à 3 . Les équations -(lo) deviendront 

1 (A.x — 

'*>}'*-¥{A„ — >)y + A,,t = O , 

A„x-\- Aj,y + {A„ — j)i = O ; 

et l’on tirera des deux dernières 


(44) 


P^. 

s 


y = — ‘ 


P^r 


P„ 

S ’ 


(45) 

« 

(47) 


les valeurs de P„ ou R , et S étant respectivement 

R = -Px«= (^ 7 / i){^« — i) — , 

f Prjt — Àn^ yn 

P-A* #) Ar/Ayt i 

S = 

{^•^—>)[^jf—»)i,Au—f)~A,t'{A^,—$) — A,,'{A,, — t)—A,f'{é^—))+iA,,A..A„ 
Cela posé, on aura identiquement 

^ — 4) a — Atj Pxy A^tPjct = aV , 

AgjR [Ayy s)P^y—‘ AjtPft^O , 

’ . I 

A^%R — ÀjtP^y — (.^zi — ■ 4)/*^,= O ; i 


(48) 
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rl , &i l'on prend pour 
(4))} douneront 

(49) 


( >49 ) 

s une quelconque des racines de l'équalion (39) , les formules 

{Ajtj •— s) P sy P ** ® > 

Ay.P.y + (A^-,)P^=0. 


Enfin , si l’on combine la premitsre des formules (4g) orec la troisième , on en tirera 

tint P (-^..-*)-y 

^ ~ P.y ’ 

ou , ce qui revient au même , 


la valeur de Q étant 
i(5t) 


qs=—p.y\ 

Q = À„ — ê. 


Donc à chacune des racines de l'équation (7) correspondront des valeurs de Q et de Â' 
propres à vérifier la formule (4s) • par conséquent affectées de signes contraires. En 
résumé, les valeurs des polynômes 

(5î) yi. — t 

et 

(53) (/^« - s) {,Ajy'^t^ (Au^ ~ A^x'{A yy S) -Aty*^Au-S) “f“ ^AyyAnAj, f. 

correspondantes à l’une quelconque dus racines de l'équation 

(54) {,Ayy-,){A.X->)-Ay.' = 0, 

seront affectées, si elles ne s’évanouissent ni l’une ni l’autre, de signes différents. 

Soient maintenant s', s' les doux racines réelles de l’équation (54), rangées dans 
leur ordre de grandeur, en sorte qu’on ait 

(55) s' < s'. 

Ces racines , qui sont toutes deux réelles , puisqu’elles se réduisent aux deux valeurs de 
s données par la formule 

(56) + 
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TérifieroDl la condition 

(57) 


de Inqaollc on tirera , en ayant égard à l’équation (54 ) , 


■i1„ — »' = — — *') = 

ou , ce qui revient au même . 

(58) (/<„-»')(/#„-*•)=— 




Donc Ica deux raleun du binoine Au — » correspondantes aux deux racines de l’é- 
quation (54) t seront afiectées do signes diiTérents , si aucune d’elles ne s’évanouit ; cl par 
suite la racine unique A„ de l’équation 


(5n) 

ou 

(6o) 


A„ — « = O , 


Q = o. 

sera renfermée entre les deux racines de l'équation (54) ou 

(» 9 ) R = o, 

5 moins qu’elle ne se réduise 5 l’une d’entre elles. Donc, attendu que la condition (55) 
entraîne la suivante 

(6i) ' Au — »'>Au — t', 

on aura 

( 6 a) Au — i'= ou >0 , et A„ — »'= ou >o. 

Cela posé, soient S', S“ les deux valeurs du polynôme (53) ou de S corrospon- 
dantes anx valeurs s', s' de la variable s. Si aucune des deux racines s', s' ne 
vérine l'équation (Co) ou l’équation ( 7 ) , S' sera une quantité affectée d’un signe con- 
traire b celui de Au — s', et S* une quantité affectée d’un signe contraire è celui 
de Au — *'• On aura donc 


(65) 


S' = ou < O , 


S’ 


ou > O . 


D’autre part, le polynôme (55) OU S se réduit pour s = — 00 & l’infini positif , et 
ponr s= 00 à l’infini négatif. Donc , si dans ce polynôme on substitue successivement, 
au lieu de » , les quatre valeurs 
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( ‘âi ) 


(C4) 


» = — «, » = *', 




: oo , 


les résultats des subslituliooa seroot généralement aOecléa des signes 

(« 5 ) +. -, +. 

et par conséquent l’équation (7) ou 

admettra trois racines réelles, savoir une racine inférieure é a', «ne autre comprise 
entre les limites b , $ , et une troisième supérieure à s', ^ 

Supposons maintenant que la fonction (1) renferme quatre variables a: y - „ 

Dan. ce cas la fonction 5 sera déterminée par la formule (.4). cl les fon’cis* ’ H ' 
(J par les deux suivantes ’ 

(® 7 ) J}~ 


( 68 ) 


Q = — ,){A.. — ,) ; 


Dmlleurs les fonction. (67) et (68) étant semblables. la premièreà la fonction («) la 
seconde la fonction ( 45 ) , on prouvera . en raisonnant comme dan. le cas préiédL 

quel quation iî = „ « généralement trois «dues réelles, don. IW 

entre les valeurs réelles de a propres h vérifier l’équation du socoud degré ^ 


(69) 


(A^ — t) {./„ — t) — A,,z=o, 


Tnt illw'rrT* "T -X valeur, 

dont II . agit. Cela posé, soient a'. 

rvDgèes par ordro de groodeur^ et désignons par 

Q\ Q"i s\ s\ S"' 


le. valeurs de <? et de 5 correspondantes & ces mêmes racines, 
affectée du même signe que la valeur de Q correspondante à 
dire, une quautité positive, et l’on aura par suite 


Q sera une quantité 
• — — * . c’esl-à- 
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Q'> 0 • 


( i5î ) 


Q'" > O . 


\ 


( 7 ') 


Donc, en ayant égard h la formule ( 4 a), on trouvera généralement 


(y j) S' <C O , S* > o , S'" < O . 

D’autre part, le polynôme (i 4 ) te réduit, pour a = — oc, ainsi que pour a = oc, 
h l’infini positif. Donc, si dans ce polynôme on substitue successivement, au lieu de 
s , les cinq valeurs 

(yâ) • — — oo , s = »', i = i’, s' = t"', s==c, ^ 

les résultats des substitutions seront généralement aficclés des signes 


i74) +. +. — • +• 

Donc l’équation (y) , dans le cas dont il s’agit, admettra quatre racines lécll* Vespccti- 
vement comprises entre les limites 

(yô) — 00, s'. s*, s”', "I" * ■ 

Les mêmes raisonnements, successivement étendus au cas où la fonction s renfer- 
merait cinq, six, ... variables, fourniront évidemment la proposition suivante. 

i." TniohÈME. Quel que toit U nombre n det variables x,y, : Crqualion • 


(y) 5 = 0 

et les équation» de même forme 

(y6) B = o, <? = o. etc...., 

auront toutes leurs racines réelles. De plus , si l'on nomme 


(77) s*, s"',...s<— J 
les racines de l’équation 

(ag) fî = O 

ran/^ées par ordre de grandeur, tes racines réelles de l'équation (7) seront respective- 
ment comprises entre les limites 

(78) —00. s'. s\ >, 00. 
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' D'aprèt ce qui e ét<^ dit ci-detsui, il ne peut rester de doutes sur l'exactitude du 
ihéorfme i.", si ce n'est dans le cas où quelques valeurs de a vérifieraient ù la Tois deux 
des équations 

(30) S — O, R = o, <2 = 0. etc..., 

prises consécutivemenU Observons d’ailleurs que , si l’on nomme 

(79) _ S'. S‘. S'", ... 5<"— > 

les valeurs du polynôme S correspondantes aux racines s', a*, a'",... a('~'^ de 
l’équation (ag) , et 

(80) ■ K = S'S’...S(—> 

le produit de toutes cet valeurs, K sera une fonction symétrique des racines a', a*, 
a"', qui pourra être transformée en une fonction entière des coefiieieuts 
9 ■^^7 • I ... ^77 ■ /ij , , ... , ... , et s’évanouira toutes les fois que les équa* 

tiens (7) et (sg) auront des racines communes. 

Il est facile de vérifier le tbéoréme i." dans le cas où les quantités , A,j , 

A,, , ... Ajj , Aj , , ... Au , ••• s’évanouissent toutes & l’exception de celles qui , dans 
le second membre do la formule (8) , sont multipliées par la variable m , ou par le 
carré de l’une des variables 9 , y , s , ... Alors en effet l’équation (sg) , réduite à 

(81) (^77 a)(y^M — i) “ a)... = O I 


aura pour racines Aj, , A„ , Au Donc , si , pour fixer les idées , on suppose 


(8a) A^j An^Auu t f 

on pourra prendre 

( 83 ) a' Ajy f a Au t a xax Agu > , 

O’ou autre côté, comme, dans l’hypotbèso admise, le tableau (1 1) se réduira au suivant 


(84) 

IV.* Annki. 


^ , 


f 

^4T« f ■ 

f 

^j.r — * 1 

0 , 

0 , 


0 . 


0, .... 

f 

0. 

0 » 

^ ir»***' 


etc ; 


il 
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on aura évidemment 

( 85 ) S= (/<r/ — *)(-^» — *)('^«« — *)... |/^«— » — A„-s À,^-f "' 1 

{A xjc — {Afj — v) (/^„ — s) {A j) . .. — A J »*(-■/« — ■ i){Auu j) •. . 

— — «)(/^i. — »)••• 

— ‘ A su*^A jrj-^ s)^A U — 4)... ; 

puis on en conclura , en désignant par 5 ', S', S"',... les valeurs de S correspon- 
dantes aux valeurs »’ = Ajf , s" = Au > s"' = /d,. de In variable s, 

1 ' S' =-A.,'(A„- Aj,.){A..-A,,)...<o, 

S" = + A„^(Au — A,,)[A„— Au)...>o, ' • • 

S"':=- A.,'(A,.-A,.){A,,- Au)...< 0 , 
etc 

Ënfin, il est clair que S se réduira, pour s = — » , à Tinfini positif, et puur 
jr=oo, à ( — i)\ Donc, si dans le polynôme S on substitue successivement , an 
lieu de < , les n 4* « valeurs 

{87) — = 3" — Au, s'" — A,„ , ... -i-iB , 

les résultats des substitutions seront alternativement positifs et négatifs. Doue l'équation 
(7) offrira , dans l’hypothèse admise , n racines réelles qui , prises consécutivement 
et deux & deux , renfermeront entre elles les racines de l'équatioir (sq). 

Dans le cas que nous venons du considérer, les quantités S', 6'*, S'",... ne s'éva- 
nouiront jamais , et par conséquent une même valeur de i ne pourra vérifier simul- 
tanément les équations (7) et (81), è moins que l’un des coefficients , A„, A,,,... 

ne se réduise à zéro. Donc la fonction entière de ces coefficients , désignée par K et 
déterminée par l’équation (80) , offrira ordinairement, dans le cas dont il s’agit, une va- 
leur distincte de zéro. Il en serait do même , è plus forte raison , si aucun des coefficients 
Atjc , A,, , A ^, , ... Afj , A ,, , ... Au ... ne s’évanouissait. En résumé, la quantité K 
nu peut être identiquement nulle , et vérifier l’équation 
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( '55 ) 

K = o. 


quelles que soienl les râleurs attribuées aux cocITicients A„ , A,y , A„ , A,, , 
^ y* » ••• Au 

Il est niainlenanl facile d'étendre le théurënie i." au cas où quelques valeurs de la 
variable s vérifieraient à la fois deux des équations (36) prises cooséculirement. Ad' 
metloDS, pour fixer les idées, que, parmi ces équations , les deux premières, savoir. 
•S = o, A=no, soient les seules qui offrent des racines communes. La condition 
(88) sera remplie ; mais elle cessera de l’étre généralement si l’on attribue à l’un des coef- 
ficients renfermés dans la fonction K un accroissement infiniment petit i. Soient 
les accroissements correspondants des fonctions 5 et R, Les équations 

(8q) , S \S ^^0 f (9®) R^AÜ^so 

n’offriront pas de racines communes , ol les racines de la dernière , rangées par ordre de 
grandeur , seront de la forme 

(91) s'+A*', s'+As', s'" 4 -Aj"', > 4 -Aj<"-« >, 

as'. As*, As'", ... as(''~'^ Xftgnant des quantités infiniment petites qui s’évanouiront 
avec «. D’ailleurs ôn conclura du théorème i." que l’équation (8g) admet n ra- 
cines reelles , respectivement comprises entre les limites 

(ga) s' + As', <* + As', s"'-)-Aj'", 04. a.C"— >, 

et cette conclusion subsistera , pour des valeurs de • aussi rapprochées de séro qu on 
le jugera convenable. Donc elle subsistera encore pour 1 = 0, c esl-è-dire , que les 
n racines de l’équation (7) seront réelles , et renfermées entre les limites (78). Seule- 
ment , dans le cas particulier dont il s’agit , qnelques-uncs des racines de l’équation (7) 
pourront se réduire à quelques-unes des quantités s', s*, s'", .... s'""’* qui généra- 
lement leur servent de limites. 

On pourrait raisonner do la même manière, quelles que fussent, parmi les équations 
( 56 ), celles qui, prises consécutivement, offriraient des racines communes; car cela ne 

peut arriver que dans le cas où les coeOicients An , A,^ , Am, A^y , A y 

A„ vérifient une ou plusieurs des conditions 

(g 3 ) K = o, L=o, lf = o, etc.... 
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L , M , ... déaignant Ica poljnomea dana les<|uela ae tranaforme K , loraqoe du aya- 
tème dea variablea x , y , t , on retranche la rariable x . ou lea deux rari.ablea 

X , y, nu lea troia rarJabloa x , y , i , ... etc Or, pour que lea conditiona (g 5 ) 

ceaaent d'étre Térifidea, il auOîra d’attribuer & un ou h pluaieura dca cueincienU qu'elles 

renferment dea accroisaeuicnta infiniment petits a, i', Soient aA, aA . 

aÇ, etc.... , les sccroisacments correspundanta et infiniment petits des fonctions S, 
A , (J Le théorème i.*' subaiatera pour lea équations 

(9Î) S-i-^S=o, 

e* 

(yS) A + aA = o, Ç 4 -aÇ=ro, etc..., 

tandis que i , i', t*, s'approcheront indéfiniment de xéro; et par conséquent il 

continuera de subsister pour lea équations (7) cl (76) , au moment où <, 
a’éranouiront. Seulement alors deux dea équations (5G) , prises consécutivement , pour* 
ront avoir des racines communes. 

Si , comme on l'a déjà fait , on nomme 
(tS) . a., Sj , ... s„ 

lea racines de l'équotion (7). et si on lea suppose rangées par ordre de grandeur, deux de 
ces racines, prises consécutivement , par exemple , a„ et au.*., , ne pourront devenir 
égales entre elles, sans coïncider avec la racine de l’équation R — o ou 

P„ = o. Donc, si l’équation (7) admet dea racines égales , chacune d’elles vérifiera 
encore la formule P„ = 0 que l’on obtient à la place de l’équation (7) , lorsque du 
système dea variables x,y, s,.... on retranche la variable x. Pareillement cha* 
cune dea racines égales vérifiera les formules 

P o , P U "" o , etc.. . , 

que l’on obtient en retranchant du système x , y, t la variable y , ou la va- 
riable Z , etc En général, si deux, trois, quatre, ... racines de l’équation (7) de- 

viennent égales entre ellea, chacune de ces racines fournira évideininent une valeur de 
s propre à vérifier non- seulement l’équation (7) , maris encore toutes celles qu’on en 
déduit , lorsque du système x , y , z , ... on retranche une , deux , trois , ... variables 
arbilraircmeul choisies. Alors aussi lea coelEcients , ... , ... 

A „ , ... satisferont à une ou à plusieurs des conditions (q 3 ). Mais cea conditions cesseront 
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d’étre vérüé«a , et par cooié^aent ica raoiae* de l'éqitatioD (7) dericadrottt toutea iod- 
H;alc« , (i l’oD attribue aux ooefficMOti renforuiiéa dans les premiers membres des formule* 
(92) des kceroiisements infiaiinettl petits. 

Soient encore . . 1 • . 

(16) X,, jr,, î, .... ; X,, jr,. z,.„; etc...; x, , r» . î» . : 

, , I 

des systèmes de valeurs de x , jr , z correspondants aux valeurs 1, , *, 

de la variable s , et clt0i*i* de manière è vériGer les formule ( 3 ) et (10), en sorte 
qu'on ait . ^ 

I ('f« — a.)x. -f- O , , 

(96) { 

i A„x, + Aj.y, {A..— z,)z, +...=10 . 

I etc..'... : ■ 


(96) 


J (Aj^ #i]Xi Axjy^ Agt%t ... . — o • 

I Ag^Xt ■4* (^ 7 / AytZ>% "I” ... = o • 

AnX» *4“ ^y*y* *4“ (.'f.» Sa) Sa -f* ... — O . 

etc.....; 


etc. 


{Ax:r *“" Su) Xa AjnZn *4" * •• — O . 

A,fX„ + (Ajjr — s»)j'n -+■ A„Z^ .4" ••• = o , 

A„Xn + A^,y, + — $.) *1» i«* O , 

etc ; 


et de plu» 

I 

( 97 ) x,*4-7,*4-ï.*H-... = l, X.*+ 7 ,* + I,*4-...=al.'elC..., x„*+y'.* + a.* + ,..=ri. 


Si la fonction de A,r, A,f , A„ AjjAj,,,.,Aa ci-dessus désignée par K, 

ne se rédnit pas è eéro , des racines de l’équation ( 7 ) ne poorrant être ni égales entre 
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eüfts , ni propret à vérifier l’éqaation (ig)i et les qasDtitët(i6), ainti que nous t'avons fait 
voir, te trouveront, aux tignet prés, camplètemonl déterminées par lei formulet (*8). 
A)outons que cet quantités satisferont é toutes les équations comprises dans le talileaii 
(32). Cela posé, si, en désignant par 

ï. a, 


de nouvelles variables dont le nombre soit n, on attribue li x, y, z , 
valeurs que déterminent les formules ■ 


(08) 


X = x ,5 - 4 * x,s *jî - 4 * ... , 
= +••• . 
ï = s ,5 -4- î,« + î.i; + ... , 
etc..... , 


on aura , en vertu des équations (la) , 


les 


(99) 


** +r’ + »’ + ••• = 5'+’i’ + «■ + ••• ; 


puis, en vertu des équations (96) , respectivement multipliées par C , les autres par r , 
les autres par (,..., et ajoutées entre elles, 

Î /4„x + + A„z + ... = s,x.« + s.x.s + sjxiï ^ 

.4„x + A„y + A, .Z + ... = s._y.ç + a.J.a + + •.• . 

. 

A,.x + A^,jf+ A.,z +... =s,î.Ç +s,i,>i 4 -Si:i 5 + ... , 
etc 

Enfin, en ayant égard aux formules (sï), ou lirrra 1." dus formules (gH) respective- 
ment multipliées par x , jr , z , ou par x, , y,, z , , ... on par Xs , 73 , 

et ajoutées entre elles 


(' 01 ) 


’ i = x,x+y,y + z.z+... . 

» = *.x +7.^ +*.* + ..• .. 

; = X3X +yiy + îjî + ... . 

^ etc : 
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t.*de»éqttatiODS (i» 0 ) ret|i«ctiT9Di90l lauhipliées pour x , j , z , , et ajoutéei entre 
eUe*. . . ..IJ . ■ . . ' 

t A.sX' 4 - A,,j' + /f„c* 4 - ■•• + ^A., 3 ^ 4 - 1A..X-. 4 - ..., 4 - s Aj.jz 4 - ... 

( 10 *) 

( =*.{* 4 -«.n*+Zjî* 4 - 

Il tuffira donc généralement de lier lei rariablea z , y , z , .... aux varialilei ( , < . 
; , ... par Ic9 formulei (98) . pour 911e le< équation* (99) et (loa) soient simultanément 
vérifiéus. Celte remarque entraîne éridemment la proposition suivante, que j’ai donnée 
dans le dernier volume des Mimoira de C Academie de* Science*. 

a.* Taion&UE. Étant donnée une fonction homogène et du *eeond degré de pluiieun 
variable* x , y , z , .... , on peut toujour» leur *ub*lituer d’autre* variable* i , t , 
! , ... liée* à x , y , z par de* équation* linéaire* tellement ehoitie* que la lomini 

de* carré* de x , y , s , toit équivalente à la tomme de* carré* de f , v , C 

et que la fonction donnée de x , y , z ee tran*forme en une fonction de i , e , 

; , ... homogène et du *econd degré, mai* qui renferme uulement Ut carré* de $ , « . 

« 

La démonstration du théorème a, ci-dessus indiquée, suppose !i la vérité que , dans 
la fonction donnée , les coelficienls 


A,.,\.. .é„ 


no satisfont pas é la condition (88). Mais , si cette condition était vérifiée , il suffirait , 
pour qu’elle cessât de l'être, d’attribuer â l’un des coefficients dont il s’agit, un accrois- 
sement infiniment petit t ; et , comme on pourrait faire converger < vers la limite 
zéro, sans que le théorème s cessât de subsister, il est clair qu’il subsisterait encore .au 
moment oii* 1 s’évannoirail. 


Dans le cas particulier où les variables x , y , z :‘uiit au nombre de trois seulemenl, 
l’équation (7) se réduit b celle qui se représente dans diverses questions de géométrie el 
do mécanique, par exemple, dans la théorie des moments d'inertie; et le théorème i.*' 
fournit les règles que j’ai données dans le troisième volume des Exercice* comme propres 
à détermiuer les limites des racines de cette équation. Alors aussi les équations (**) 
sont semblables k celles qui existent entre les cosinus des angles que forment trois axes 
rectangulaires quelconques avec les axes coordonnés, supposés eux-mêmes rectangulaires, 
et le théorème « correspond k une proposition de géométrie, savoir^ que par le centre 
d’une surface du second degré on peut mener trois plans perpendiculaires l’un k l’autre , 
et dont chacun la divise en deux parties symétriques. 
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J’objcrrerai , en torminaDt cet article, 'qu*au ihbiiinnt «à je D'm araii encore écrit 
qu'une partie , M. Slurtn m’à dit être parvenu é démontrer fort simplement les ibéorèmes 
1 et 1. Il ae propose de publier iucessamment le Mémoire qu’il a composé à ce sujet , et 
qui a été offert é l’Académio des sciences le même jour que le présent article. 
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SUR LA DETERMINATION 


Dü RÉSIDD INTÉGRAL 


DE QUELQUES FONCTIONS. 


Soit /(:) UDC fonctioD qni s’éranouiiie , lorsqu’on attribue à la variable : des 
valeurs infinies réelles ou imaginaires. On pourra , dans un grand nombre de cas , déter- 
miner le résidu intégral - . i .■ v >•.. > i t 

{>) ■' ■ ' ■’ ■ ■ 

on plutôt la valeur principale de ce résidu , & l’aide des' théorèmes i, s , 3 , 4 des pages 
a.S 5 , s 58 , 374 ot *76 dû-second volume. Toutefois les démonstrations que nous avons 
données de ces théorèmes supposent implicitement que . parmi, les racines de l’équation 


celles, dont les modules ne surpassent pas un nombre donné R , sont en nombre fini 
[voyez les pages 34 ? et 348 du second volume}. Or cette condition n’est pas toujours 
satisfaite , et il peut arriver , par exemple , que l’équation (a) offre une infinité de racines 
très-peu différentes de zéro. Nous allons maintenant nous occuper d’etendre les théorèmes 
ci-dessus mentionnés au cas dont il s’agit. " 

Concevons que l’équation (a) offre non-seulement une infinité de racines dont les mo- 
dales soient très-considérables , mais encore .une infinité de racines dont les modules 
soient très-petits. Supposons d’ailleurs qu’en attribuant au modale r de la variable 


des valeurs infiniment petites 


î = e [cosp + sinp) . 


f t Pt > P» > 


on puisse les choisir de manière que le produit. 
IV.* AN.Nit. 
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( 5 ) 


( *6* ) 

*/(») 


devienne sensiblemoat égal à zéro , quel que soit d’ailleurs l’angle p , ou du moins 
de manière que ce produit reste toujonrs fini ou infiniment petit, et ne cesse d’être infi- 
niment petit, en demeurant fini, que dans le roisinage do certaines valeurs particulières 
de p. La somme des résidus de y(s) corre^ondants k celles des racines do l’équa- 
tion (a) qui olTriront dos modules renfermés entre deux nombres finis • r, , R se trou- 
vera représentée par la notation ^ 


(6) 


(«3/ W,, , .. 


et pourra converger vers une limite déterminée, tandis qoe oes deux nombres s’appro- 
cberont sans cesse, le premier de zéro, le second de l’infini positif. Or cette limite sers, 
dans l’bypotbëse admise , ce que nous appellerons la valeur principale du résidu intégral 

£y[{ f{i) )) . D’autre part , la formule (64) de la page a i a du premier volume donnera 


Si, dans cette dernière équation, on prend successivement pour r, les dilléreolt 
termes de la série (4), l’intégrale 


(8) 


J'*ry^''f(ry'^‘')dp 

•/ * t l 


(^nvergere évidenme&l vers une limite nulle, et l’expression (6) vert une limite corres- 
pondante , déterminée par la formule : . . , . 

I • ‘a, 






qui est semblable h l’équation (|6) de 1a pagb a4q du second volume. Cela posé, il ne 
restera plus qu’è faire converger R vers la limite ao pour obtenir, dans l’hypo- 
thèse admise, le théoréino i.** de la page aSS du second volume, 

. » ■w 

Supposons maintenant 


(lo) 


m = + 1 ^ + - +-^+ -(») . 
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et adm«Uoii« qo'«n «tUiliuant an module t> '' de la variable s les valenrs infiniment 
petilds 0 

(4) P » _ P" » _ ■ ' 

* * 1 

on pnisie loi choisir de maniire que le produit 
(. 1 ) • • r -(0 

derienno sensiblement égal & xéro , quel que soit d’ailleurs le rapport —, ou du moins 

de manière que le produit reste toujours fini ou infiniment petit, et ne cesse d’ètre infi- 
niment petit, en demeurant fini , que dans te voisinage de certaines valeurs particulières 

du rapport — . Alors, au lieu de la formule (g) , on obtiendra la suivante 


(la) 




(fl) 
(<>)''(-■) 


puis, on substituant è la fonction v(s). .sa valenr.lirée dé l’équation (lo), «t raison- 
nant comme on l’a fait è la page s5o du second volume, on retrouvera encore la formula 
(g) et le théorème ci-dessus mentiosiné. Seulement le résidu de f{t) , relatif è s = 0 , 
devra, être considéré comme faisanf partie de la somme désignée par la notation 

et comme équivalent è la constante , dans le cas même o(i la 

•» • 

fonction <r(t) deviendrait iofinm pour une valeur nulle de z. Par conséquent, dans 
l’hypothèse admise , U faudra , pour obtenir la valeur principale do résidu intégral 

<£.((/(s) )) , ajouter la constante è la limite vers laquelle convergera l’ex- 

pression (6) , tandis que les nombres r. , R s’approcheront indéfiniment, le premier 
de zéro , le second de l’infini positif, _ 

On étendrait avec la même fucOité les théorèmes a , S , 4 des pages a58, ayé et ayC 
du second volume au cas oü , la fonction /'{e) étant déterminée par la formule (“>). 
le produit z w (z) remplit pour des valeun infiniment petites de la variabla z , ks 
conditions précédemment énoncées. 

Pour vérifier sur une valeur particulière de la fonction /(z) les remarques que l’on 
vient de faire , supposons ~ , . . 






. $ 
«in — 
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b 

cos — 



( i64 ) _ 

d et A dèsignut deux cootUntes. L'équalion (a) aura pour racines let vaienra de s 


comprises dans les deux séries 



* , ’• 

(>4) 

, tr 

± — t/TT, 

ad ^ 

, 3v 

± — !/-> . 
aa 

, 5ff 

i: — i/T a etc. , 

aa 


(i5) 

•H 


=^5^* 

• 

De plus 

le produit (5) , pu ^ ^ 




(.G) 

ï • * * 

.1 ; . ’i.'i j ! 



•' 1 • ; • • 



b ■' 

CO» - 

. ... 


' ■< . ! 1 ■ ' i: > , >.r . . ► • / ! 1 • 

dericndra infioiment petit i.* pour les valeurs infiniment p^randes de s , dont les ino- 
dulos diO^reront sensiblement de ceux- des expressions (i 4 ) > a>* pour des valeurs infini' 

ment petites de z, choisies de manière que les modules correspondants de — 

rent sensiblement do ceux des expressions (i5). Cola posé i 11 suit de ce qu'on a dit plus 
haut qne le théordme lé" do la page a55 ou plutôt le tbéordme'a de la page a du pre- 
mier volume subsistera pour la fonctidu (i 5). On aura donc ' • 


(«7) 


\\‘ .««+S— ,cot-// 


pourvu que l'on considère le résidu intégral 


; \\* , COS^ // 


comme représentant la limite vers laquelle converge l'expression 

s 


W*' t .»-+«-•* eosi )) ' 


tandis que les nombres r, , H s'approchent, le premier de xéro, le second de l’infini 
poiitir. Il est d'ailleurs facile do constater l’exactitude de 1a formule ( 17 ). Car on a 
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(; lC5 ) 


(. 8 ) l- 


(>9) ^ 


a « " ■ "J 

' 3d& 

iOh 

>sr6 



i w 

w 


_ ” 

— 1 

1 e — e 


1 c — • 

1 ■ 1 4- 


1 m6 


” 3 ad6 


.C(î(e*‘+«-“’))) ,'i 

[e ' +e' 

tr 

I 





. f> • 
fttn — 

t 


4 1 e ' — « 


5ir 


î(e“+e— ) ((®°»t)) * 


%ûh 


+ 


' 5 * 

e^+e' 


2ab 

%w 

7n-+ 

TT 


et , en combinant entre ollel par voie d’addition les deux équations qui précèdent , on re- 
produit évidemment la formule fij). . ■ 

Supposons maintenant ^ 


sin — 


Il ; II.I t.) I ■ . 


(ïo) 

Le produit 
(a.) 


/(0 = - 


-■fi-)- 


cos — 


»sin — 


« 11.-0 


«*•+»■ 


sera encore infiniment petit pour des valeurs inGniment petites de : choisies de ma- 
nière que les modules correspondants de diflèrent sensiblement de ceoK des eipres- 

sions (i5). Mais ce meme produit cessera de s’évanouir, et deviendra généralement égal à 
dbfc pour des valeurs inCniaaenl grandes do s, savoir à + è , si la partie réelle 
de l’exposant az est positive, et h —b , si la partie réelle de l’exposant < ar est 
négative. Ajoutons que le produit 


(as) 


- 3 


se réduira évidemment k zéro. Cela posé, le théorème 3.* de la page ajé du second vo- 
lume donnera 


(a3) 


// sin- V\ • 

dl ^))=‘> 
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• ( •€«) 

Pour coiuUter Teiactitade de celle dernière rormnie, il (oiSt d’obierrer que te» réeidu» 
partiel» coœprii dao» le réaidii intégral 


(* 4 ) 




»oDt, deux à deux, égaux, mai» affecté» de »igooa<ODlii|ire». 
Suppoten» enfin 


(aS) 


/(*) 


* 4/ 


L’équation (1) aura pour racine» le» valeur» de z compri»e» dan» la térie (i 4 ) et dan» 
la (uirante 


(* 6 ) 

De plu» le produit 

(»7) 


db-i. 




*/(*) • 


V .ini b) 


derieodra infiniffient petit 1.* pour le» valeur» infiainmil grande» de » dont le* mo- 
dule» diflèreront leniiblcment do ceux de» expre»»ioni (>4) > a<* pour de» valeur» inCoi- 

meut petite» de » ohoûie» db manière que le» module» de — dtfièrertl Mneibiement 

de ceux dei cxprestion» (»6). Cela po»é, le théorème a de la page aS8 du tecond volume 
»ub»i»tera pour la fonction (aS) , en lortc qu’on aura 


(98) 

et par »uite 
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( i«7 ) 



Si, pour abréger, l’on bit aa6 = , U ibrinole (f^) deriendra «inplement 


/ 


(5o) 




T. — nr+ 


1 #• — « 


* — • » 


-M 

«* 4»« * 


+ ... =5 




En remplaçant daoa celte dernière x par , on en tirera • . 

, I * I * 1 i fl \ 1 /S »\ I /î 

(3i) -taDg- + -Ung-+-t.ng^+... = (--oot*J+ 5 (j-cot^j+-|--cot-J+cle. 

11 eit bon d’obaerrer que, peur établir directement la formule (3i), il «ulllraii de 
prendre 


( 3 *) 

ou bien encore 
(33) 


/(O^ 


1 «iof f », »*\ 


/(*) 


_ > «1° ((»))• 


cos ((*))■ 


({‘))* * » 




lin • 


((«))■ 


((a))' désignant l’une quelconque des deux valeurs de ( propret à vérifier l’équalion 


\ 
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( i68 ) 


( 54 ) 




Ed eflel , dam l’un et l’autre cm , le théorème a de la page *58 do second rolumo en- 
traînera la formule ' • - 


(35) 


<C((/(*) )) = «>. 


qui se réduira simplement à l’équation (5i). Remarquons d’ailleurs que, dans le cas où 
la fonction /(:) est déterminée par la formule (55) . celle fonction derieni généra- 
lement infinie pour une valeur nulle de s • Mais , comme dans le même cas le produit 
ï /(:) s’évanouit avec * , la*^ constante précédemment désignée par A„ _■ , et 
par suite le résidu de /(*) . relatif à s = o . doivent être censés nuis. 

On pourrait faire beaucoup d’autres applicatioits des principes ci-dessus exposés. Si , 

pour fixer les idées , on prenait successivement - * . 


( 56 ) 


^ , * J(0 


sinaz . sin- 


' F(i) cosas cos 7 


s 


f , 

\ 


(57) 


/(*) = 


f(s) cosas cos — 
6 

F(s) sin as sin- 


f(0 

F(s) 


étant irré- 


f(s), F(s) désignant deux fonctions ènlièret de r, et la fraction 

ducliblo, on trouverait 1.*, en supposant ,1e degré de f(s) inférieur au degré de F(s), 
et la fonction F(s) non divisible , ou divisible une fois seulement par s. 


(58) 


yy F(s) cosos C 03 — jj 


a.* en supposant le degré du produit :'f(s) inférieur au degré de F(s) , et la fonc- 
tion f (s) divisible par s , 


(39) 


// f(s) cosas COS^U 
\\f(.) sinas sini//"*’- 
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( «69 ) 

On (rourerait do même i.* en auppotant le degré du produit :r(:) inférieur au degré 
de F(s) , et la fonclion F(i) nen diviaible par i , 


(4o) 



1 


ù 

co%o:.coi — 

s 


)) 


O , 


a.* en 

f(î) 

(40 


suppoionl le degré du produit »’ f(i) inférieur ê celui de 
diviiible par : , 




F(0. 


et la fonclion 


On obtienl des résollali dignes do remarque en développant les formules (58), (Sg), (4<>)- 
(4i). Si, pour plus de simplicité, on prend 


(4-0 


F(0 


f{t') désignant une fonction rationnelle de les formules dont il s’agit deviendront 



et , en les développant , on trouvera 


(O-^(S) 


(48) 


%ab 

iang + 




ung — + 5 


laé 

tang-^+. 


\ 

IV.* saaiia. 


tangas 


tang 


* ((A«0)) 


s5 
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( >70 ) 


... '&)-'& ...» ... .. 


- cot — + 


(48) 


cot + - 

ITT 


'COt— + 

3tr 


(49) 


3 t t 

r&rm ... f(a-f(g) ... r(^)-/(^) ..... 


.$ec-=— + 

3w 


^ ((AO)) 

sccaz, lec — ' ■ 

4 * * 


5rr 


= T<!^ 


(5o) 


I I ff a QTT O Oît 

= — «Ccosécdi. coséc — ^ . 


Sll’oii po«c dans les formules (47), (49) a = t = — , et dans les formules (48), 
(.io) a = 4 = uæ , ces quatre formules donneront 

lane + r *®“g~7r + ‘ k lang-— +... 


(S-)< 


“"nr 

sr t' BXI Itx {(A*’))) 

: tong . tang . 

4 O a as s 


, ).i-(-COt»rx>+— li-4 ii-^COt + i—s cot-— + 


(Ôî)s 


•s r , , ((A*’))) 

= — C, C0t;:XS.C0t ; , 


a 3 6 5 .0 

(i'^) ( 


7t C TtXt , 

— séc . *éc 


.A, îlî (( A«*) ]) 

as s 
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( *7> ) 


(54) 


I 3 3 3 

= — ~ <£• coséCTTit.coséc — .. . 

■1 » « 


coséc 


T" 


11 importe d’obserrer que, dan» les rormulei (44), (45). (46), p'"' coiiidquenl dan» 

les formules (48). (4g) • (5o) , (5a), (53), (54) la fo.tction rationnelle et paire f{-') 
doit être dirisiblo par Ajoutons que les seconds membre» des équations (47), (48). 

(4g). (5o), (5i), (5a), (53), (54) s’exprimeront en termes finis. Donc les séries que ren- 
ferment lus premiers membres de ces diverses équations pourront toujours être sommées 
k l’aido du calcul des résidus. 

Pour appliquer la formule (5i) à des valeurs particulières de la fonction f{î') , fai- 
sant successivement 



/■(i‘)= — î— 


On trouvera, dans le premier cas. 


(55) 


l+f ir®’ 

tante 

I-®* ° 3 


lufl 

3 9-»* 


ItX* I 

‘«"g-jr +5 


a5+x* 

a5-x* 


irx* 

lang 
^ 10 



rt » dans le second cas » 


(56) • 


-X* ItX* 


I 9-®^ 


35- 


3 9+®' 


»rx' 

-lang— s— +, , 

® 6 5 35+x 


• nx* 
_,aog-~ + . 



Au reste, on déduirait immédiatement la formule (54) de la formule (53) en substituant 
à la variable x le produit x\/“ . Ajoutons que, si, dans ces formules, on pose 

X = I ou as = — , ou en tirera 
a 


(57) 


LJt J. 


13 



lr 
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( '7* ) 


,, , 3 n 1 35 n 1 oo it I io5 it 
(59) y unn y + y lang ^ + y — taog -+ - —ung - 




Siippotnns encore 


A*-) 


l4-l 


S»._ 


On conclura des formules (Si), (Sa), (S3), (5/|) 


•r*- — 


• . ii) . (t) 

6 


itx 

a 

9 ** 


_ lang— + - lang— + 


(t) . /.-'-.-n 

^UDg_+..=;^ ï^-^llang-y 
a5 fiC» \ V * ' T 


( 6 .)- 


{ J ) . (t) 

COl*«*+ — ; 7- col + ■ COt~"» +,. 

J *• 4 a 9 3 


4 


9^ 

9 X» 


COl*w«- I « 




( 0 *) 


t , nx' (s) K*’ (s) , itx’ nSf a \ . nx) 

séc ; léc -aéc .. = — <( i-,éc* — ). 

a il.l. O 'O '®]\ — -— / a I 

I , . , ’'*• (t) rx’ r(/ a \ ) 

_ coaéc eæ- - cosde ~ + ^^coséc — - . . = - 1 j__J^osécT* j . 


4 * 

Si. dan« ces dernières équations, on remplace x* par on obtiendra les 

suivantes . 


T4S* TX* 

3 * 

« -e 


/ i \ ^ . , » me* TT* 

[ . Irj a . (y) ^ 

i;*+-L — îi — tî! 

*■ « ’ +f ’ 9 *■ « ® +< * i5 I* ( *0 10 

« 


lf>4) , 


( trx * 

-4sin-^ 

^ ' ✓ : 

8 ~f 3 * ^ ' 

(.''"•+«^^■+8005^1' 
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f >73 ) 


( 65 ) 


it* * — irt • 

t ’¥ê 


jr* + — 

*' t -< 


(f) . 


»X* XX» 


I’ 4 

4 ^X" t ’ 


/ > \ îü . VJ 

(t) » 

X* 9 irx* 

9 ^ X* f ^ -1 * 


-)- etc. 


4 icos(xa:y/r)]’ 


• (f) 


(f) 


1 TX* itx^ m* 9 irx 


■‘ X» iS »!■ 


9 ^ + « .1 >5 ■ X * e *» J ., •« 


X* 15 ;rx* »x* 


— cIc. 


( 06 ) , 




. 4 / 5S. _ ” \ ’ ’ 

^+ÎCO»^| 

[t) ' y \ {t) 


(67) I 


—T*» 

X» e -e 




“TX* ITJ* 


X* 9 XX* XX* 

9 *' «^-(1 •’ 


— etc. 


_ B a-(«XxV;^.^-TxV.jco,^„ 3 .^/;j 

a [«xxv.+a— xxVî.acos(ir*(/ï)]" 


Lorsque dans réqiialion (67) on écrit f/T au lieu de x , od retrooTe la formule 
(117) de la page 973 du second rolame. Par conséquent cette formule, que nous avions 
établie par un calcul contre lequel on aurait pu élever quelques objections, est parfai- 
tement exacte; et il ne doit rester U-dossus aucun doute. 
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USAGE DU CALCUL DES RÉSIDUS 


L’ÉVALUATION OU LA TRANSFORMATION DES PRODUITS 


COMPOSÉS D üN NOMBRE FINI OU INFINI DE FACTEt'RS 


Ucsignoiis par f(z) une fonction entière de la variable : . et par 


les racines réelles ou imaginaires de l’équalion 
(î) f(î) = o. 


La fonction f(z) pourra être présentée sous la forme 




Soit d'ailleurs x une seconde variable distincte de : . Si, dans l'équation (5), on 
pose successivement s = o , i = x , on en tirera 

(4) f(o) = *(-»)(- PH- 7) - , 

(5) f(i) = *(a:— «)(* — p)(*-7)..., 

puis , en divisant la formule (5) par la formule (4) , et admettant qu’aucune des racines 
> t P > 7 > ne toit égale k zéro , on trouvera 


^gf=(-T)(-f)(-7) 


Soient maintenant F(z) une nouvelle fonction entière de z , et 
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( >7â ) 


(7) 

les racines de l’équation 

( 8 ) 


î* , 


F(=) = o. 

Fil supposaul qu'aucuni- de ces racines ne s'évanouisse, on trouvera encore 


{•.») 


m = 


Il y a plus ; si dans la rurmiile (6) on remplace successivemrnl la variable a 


rapports 


XXX 

\ ^ V 


on «Il tirera 


(10) 


et par suite 


(>>) 


'(4) 


--U 

1 


f(o) 

\ 



7l/' 

'( 7 ) 

f, 

--W 



f(o) 

l «pj l 



7P/ 

'(t) 


-—]( 


—\ 

f(0) 

l »v/ \ 

P» A 


■rf- 

\ etc... 

> 


' 



‘(4) ’{j 

'(t 

L... 



f( 0 ) f(o) 

f(o) 




*Ui 

f, 

af > 


- 

PJ \ 

vJ”l »pj\ 

■pp/ i 


‘V 


De môme , si , dans In formule (9) , on remplace «uccessivemeDt la variable a 

rapports —, — , — , , on en tirera 

a P 7 


par les 



par les 


\ 
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( '76 ) 


/ '(t) 


t'*) 




F(o) 


\ etc... , 


et par »uiU‘ 


- = {—i){' 


-i) 


-Æ)(' 

-ÿ 


-Û){‘ 

-i) 

”(f) "(f) 

'(t) 


F(o) F(o) 

F(o) 



(.5)1 

Donc, attendu que les seconds membres dos formules (■>) et (|5) sont conipos.'s des 
mêmes facteurs, on aura définitivement 


('4) 


'(f) '(f) '{i) Ht) ^(f) H~) 


f(o) f(o) f(o) F(o) F(o) F(o) 

Oitc dernière formule . de laquelle il résulte que les deux produits 

'(^) '(f) '(f) Ht) Hf) ■'(f) 

f(o) f(o) r(o) ■■■ ■ F{o) F(o) F(o) ■■■ 

peuvent être transformés l’un dans l’autre , se déduit aisément du calcul des résidus, 
ainsi que nous allons le faire voir. 

Supposons d’abord , pour plus de commodité , qu'aucune des équations (a) et (8) 
n’oQre de racines égales. Faisons d’ailleurs 


(i5) 


P = 


f(0) f(0) f(0) 


/ 
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et 


(i6) 


( >77 ) 

Hî) '(f) Hî) 

FCo) F{o) F{o) 


Si U valeur de aa eal asiez rapprochée de zéro , pour que la partie réelle de chacun 
des rapports 

'(4) '( 7 ) '(4) 

f(o) ■ 


f(o) 


f(0) 


reste positive , et que les coelBcienta de , dans les logarithmes de ces rapports , 

foumisseot une somme renfermée entre les limites ^ , + — > on tirera de la 

1 a 

formule (i 5 ) 


{'7) 


!(/>): 


f(-f) f(-) f(-) 


f(o) ■ • f(oJ ■ • f(o) 
Ajoutons que , dans tous les cas possibles , on trouvera 


( 18 ) 1 (±P) 




le double signe db devant être réduit, dans chaque logarithme, au signe ou au 
signe — suivant que la fonction, placée à la suite de ce double signe, oflrira pour 
partie réelle une quantité positive ou négative , et ± t désignant une quantité entière 
convenablement choisie. Si maintenant on dilTérencie, par rapport è æ, les deux 
membres de la formule (17) ou (18] , 00 en conclura 

* • ■ V 


('9) 


I dp _ I 

r| 

— ] r| 

f 

1 r(-] 


U/ . « ' 


1 ‘ 1 

P dx ~ \ 

f| 

14) "1 


1 • '(4) 


On trouvera de même 


’ Ou élsbtil HDi (xiat la foiiatile (i8) S l'aida des piioclpca eipniis dam l'Analpse al(ebri<iae (cbap. IX). 

IV*. AtlItÉB. z 4 
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( ' 7 » ) 


(*o) 


F'I 

1 dQ _ t 1 

\J] 

1 . . 'Ifl 

L. . ''(f) . 

Q dx a P 

(f) ' '(fl 

1 ’ F| 

(Vi 

1 


f 


D’ailleun le fécond membre de li formole (19] peut 6tre représenté par l'uoe quelconque 
des deux cxpressioni équivalentes 


(ai) 


.'(f 

1 F'(.) 

‘ '(f 

1 ((F(*))) 


-I 


» f^(«) 
, f(.) 


’ii] 




a • * 

dont on obUeoi la dernière, en remplaçant dam la première : par — , et multi- 


pliant la fonction sous le signe ^ par 


'(t) 


dt 


— , conformément aux r^es 
s* 


tracées dans le premier rolume (pages 167 et suir.) pouf le changement de variable in- 
dépendante dans le calcul des résidas. De même , le second membre de la formule (ao) 
peut être représenté par Tune quelconque des deux expreasiona équivalentes 


(»•) 


F'I 

1 ' 

’ari 

1 f'(.) 


’ X ' 

1 ((f{«))) 




* F(s) 


1 t) 




Cela posé, on tirera des formules (19) et (ao) 


I dP 
P dx 


dQ 
Q dx 



tx^ 

^ F'(.) ; r i F'(») 

■T| 


f(-l 

1 (( F(0 * F(0 J 

('(fl) 

)■ 


on plus simplement 

C»<) 

attendu que la fraction 


, .P .e_,r/ r(T)^W \\ 
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( >79 ) 

(, 5 ) 

ne deviendra pat infinie pour une valenr nulle de i. Efièctivement , «i l’on nomme ^ 
m le degré de la fonction entière f(»), la fraction (a5} pourra être considérée comme 
le produit des deux rapports 



qui , pour dos valeurs pulles de s , ou des valeurs infinies de — , se réduiront > le 

s 

premier à — j— z= ns , le second à la constante finie . D’un autre cftté , 

* F(o) 

Comme des valeurs infinies de r réduiront le rapport 


(»7) 



è la constante finie 


f(o) 


(.8) 


et l’expreuion (s6) ainsi que le produit 



) F'{.) 

'(4 

J F(») 


de la fonction (aS) et de la variable t , è léro; on aura , an v«rtu de la formule (64) 
de la page* s5 du premier volume , 



et par inite l’équation (s4) donnera 


(5o) 


_t_ dP 1 dg 

P da Q dx 
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Or cette dernière, multipliée par 
(3.) 


( «8o ) 

— dx , defient 



puis , en l’intégrant & partir de x = o , . et obaerraût que chacune dei fonction» P ■ 
Q se réduit à l’unité pour uue valeur nulle de x , on trouve 


(3*) 


— 1 = 0 , 


P = Q. 


ou, CO qui revient au même, 

'(f) 'fâ '(v) t(t)^(t)ZÊ) 


(•4) 


r(o) l(o) f(o) F(o) F{0) F(<>) 

La formule (i4) ainsi établie , dans le cas où les racines 

a , P , y , l, i» , », ... 


sont toutes distinctes les unes des autrea , subsistera évidemment , quelque petites que 
soient les diiïérences de ces mêmes racines, et par conséquent elle continuera de sub- 
sister dans le cas même où plusieurs de ces racines deviendraient égales entre elles. 

Si l’on désignait par f une valeur particulière de la variable ai , on tirerait de la 
formule (i 4) , en posant x = (. 


(35) 


'ir) '(}) ■'(4) r(|) l(i . 

■f(o) f(o) t(o) F(o) F(o) F(o) — ’ 


puis 


. (54) 


, en divisant la formule (i4) par la formule (33) , on trouverait 




[-1 

'(t) 

1 _ f( 

-1 

( « J 

1 fl 

If) '(f) 

'(i) 

1 ’(7l 

1 

f±\ 

i fi 

(t) ■'i 

;i) ^(f) 


Concevons è présent que les fonctions f(:) , F(z) cessent d'être entières. Mais ad- 
mettons qu’elles restent finies et continues , ainsi que leurs dérivées des divers ordres 
pour toutes les valeurs finies de î. Supposons d’ailleurs i.'que, pour chacune des 
deux équations 
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( >»■ y 

(55) f(î) = 0 , . (5C) !’(;) — o , 

« 

les racines dilTérenles de zéro soient inégales entre elles, z.* que , parmi les mêmes ra* 
cinés , celles qui ollront des modules inférieurs & une limite finie H , soient en nombre 
fini, et représentées , pour l’équation (55) , par 


(3r) 

pour l'équation (5G) , par 
(38) 

Si l’on prend 




K» 

\ 



1 f'I 

^ X ^ 

1 , ''(^1 


Llli) ^ 

(t) 

*'(t) 

1 

1 cq 


1 -(r) 

t -îi] 

1 Pf(0 vF| 

(t) 


la fonction r(x) restera éridemment finie et continue, pour toutes les valeurs réelles 
ou imaginaires de x qui oflriront des modules inférieurs à R, Eu effet , parmi oes 
valeurs de x , celles que renferme la suite 


( 4 o) x = ^ = x = x = * = p», ... JT = 7X, * = 7f», 

seront les seules qui puissent rendre infinies quelques-unes des fractions comprises dans 
le second membre de la formule (5g) , en faisant évanouir leurs dénominateurs. D’ail- 
leurs, pourchscune de ces valeurs, deux fractions deviendront infinies simultanément, 
mais leur différence restera finie. Ainsi , par exemple, pour x = aX , les deux fractions 



deviendront infinies en même temps. Mais leur différence ou le rapport 


(4*) ^ 

[T)q4] 

^ 1 

Lf 

X 


; ' ! 

■1 


1: 


conservera une valeur finie qui , en vertu d’un tbéoréme connu de calcul infinitésimal , 
sera la même que celle du rapport 
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( »«» ) 



el par conséqucnl <^gale & 

(44) 

Cela posé , faianQ» 


' j • f'(«) 1 F^(l) 

a I 1 f'(«) > I F'(X) 


(45) 


r 

^ = 4.(a)) = «‘'ï 




$ déaigoaut une valeur particulière de la variable x. La fonction ^{x) , ainsique 
f(x) , restera (laie et continue pour toutes les valeurs de x dont le module sera in- 
férieur k l’unité ; el l’on aura , pour x = i t 

(46) r='KO. 

De plus, la formule (45) donnera généralement 


(47) 




= ?(»)• 


> =J'î(®) • 


OU , ce qui revient au même , 


(«) ê=i 


(t) ^ n 

t?) 

1 , ^r] 

I . ^'(f) 

f œ \ 

1 F'( 

‘ 7 / 

|xf| 

(t) 

1 '‘^( 7 ] 

1 .r(f] 

1 «F| 

[!) 

1 ’Ki) 


Ainsi, la fonction de x, représentée par y ou i>(a!) , devra remplir la double 
condition de se réduire k l’unité pour x = i, el de vérifier , quel que soit ae , l’é- 
quation dilTéreotielle linéaire ( 47 } ou (4$), Or, cette équation o’admellant pas d'iulér 
grale singulière , la double condition dont il s’agit sera remplie tant que les modules de 
( et de X resteront inférieurs k H. Donc, puisqu’op vérifie encore cette double 
condition en prenant 


'(f) 

i '(f) 

i '(t) 

1 

(f) 

1 

(1) ^(f) 


i '(fl 

1 '(f) 

1 F| 

(t) 

1 F| 

f -r' 

(P J 

1 '(f) 
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{ i8* ) 

lei raleun de y, fournie! par Ica équalioni (45) et (4g) seront néceaMiremcnl iden- 
tiquea, en lorto qu'on aura, pour toutoa Ica valeur# de x et de l dont le module 
ne aurpaaiera paa B , — 


(So) 


(5i) 


(ia) 


^(r) 

'(-) 


"(1) ■'(f) fl;) 

'(i) 

f(i) 

V' 

'© 

' f© *(-P f© ' 

qui revient au même , 


'(3 


'0 

"(ï) 

'(f) 


'0' 

''■■■ '(1) ■'(j) "(î) 

ns la dernière formule , on 

pose S =3 0 elle donnera 

^(9 

f(-) 

n-:) 

•’(:) f© f© 


f(o) f(o) f(o) 


P(o) K(o) F(o) 








Déaignona maintenant par /(a) une fonction aemblable è- celle qui eit renfernaér 
aoua le signe dans la formule (ag), en aorte qu’oir ait 


(5S) 


/(*) = 


,r(-^)F(.) 


Supposons de plus que la fonction (55) ou /(t) puisse être ddcompwéo en deux 
parties, dont la première soh la somme de plusieurs termes' réciproquement propor- 
tionnels à des puîsaancos entières de î , et dont la seconde , multipliée par z , four- 
nisse un produit qui s’évanouisse pour certaines’ valeurs infiniment petites de t. Si 
en attribwnt au module r de la variable a des valeurs infiniment grandes , on peui 
Us choisir de manière que l’iMe des fonctions 


( 54 ) 


*/(s)^ 


f(f)FW 


« 
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( i84 ) 


( 55 ) 


.AO -/(-*) _ ■ 


F'(.) r 

1 ■■■ 

(-yt-y) 

a a 

f 

(f) 

F(0 ' f 

M 

r 

âb 

1 


devienne sentibleineul égale 5 une eipre<sion délermiiiéc. quel que soit d'ailleurs 
le rapport — , ou du moins do manière que l’uno des dilTérences ' ^ 


(56) 


f'I 


fi 

(f] 

|F(0 




( 5 ?) 


F 

æ 

[Ti 

F'(s) _ r(-.f] 

F'(-*)| 

f 

[-f] 

F(s) ‘ f 

I-t) 

F(-s) ) 




reste toujours finie ou infiniment petite , et ne cesse d'être infiniment petite , ep demeu- 
rant finie , que dans le voisinage de certaines valeurs particulières du rapport — ; alors, 

en vertu do théorème énoncé è la page S74 du second ‘VOlume , et des principes établis 
dans l’article précédent, on aura 

•: - : •. i.:; • 

(58) . . <C(( /(*))) = /, — - ' 


ou, ce qui revient au même, 

(59) l 


: ‘ *1 






pourvu que l’on réduise le résidu intégral compris dans l’équation (58) ou (Sq) è sa 
valeur principale. Si d'ailleurs on attribue au nombre ci-dessus désigné par A une 
valeur infinie , les séries (5y) et (38) renfermeront toutes les racines des équations (35) , 
(36), ou du moins toutes celles qui no so réduiront pesé zéro. Alors, en supposan.tces 
mêmes racines rangées d’après l’ordre de grandeur de leurs modules, et désignant par 


(6o) 




r{f)F'(i) 


f(-f)F(0 


((*)) 




le résidu partiel de /(a) relatif è s =*o , en sorte que — représente le terme 
réciproquement proportionnel è a dans la fonction /"(a) , on trouvera 
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( >85 ) 


4WS-h 


( 6 . 


f'I 

J_ 

r^'i 

tiJ 

1 f'I 

fi) 

1 , 

1 

_ 1 

>^(t] 

_ ^ 

1 f*fi 

fi) 

1 <i] 

1 • 


1 

U 

[-) P'I 

t « / 

(>-) f'I 


«F| 

(f) ''"l 

(i) 

17/ 


uu , ce qui revient au même 
(*'■») 


& 


=jr+?(x)î 


(t)' 

p'jis, en combinant l’équation (fia) avec lea forcnuici (5g) et (5o) , on' en conclura 




f| 

(f; 

1 f| 

^-1 

1 fl 


1 F| 

'oti 

1 F| 


1 Fl 


1 

f| 

(j) 

1 ■ f| 

-] 

y' 

1 fi 

if) 

1 "■ F| 


1 F| 

Ij) 

tïl 

“ .SS 2= C • 

1 


(63) 

( 04 ) 

Donc , >i dans le produit 
(65) 

un fait entrer toutes les fractions de la forrne 


■•{t) n 

f * ’ 

iVi 

! 

' CP ’ 

1 i 

1 f| 

l “ i 

1 F| 

(i: 

1 *'(t) 

'(f) '' 

(1) '(^) 

1 F| 

’â) "i 

(fl 

' '(f) 


lî[ 

'(t) 


:(il 

'(f) ' 


et correspondantes h celles des racines a , p , > > fi > v , .••• qui offrent des mo- 

dules inférieurs au nombre R , il suflira d'attribuer b R . des' valeurs de plus en 
plus grandes, pour que le produit (65) converge vers une limite finie équivalente b l’ex- 
pression • • 

IV*. Axaie. , s5 
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(66) e ^ : 

t'I on obtiendra la formule (64) , en considérant le premier membre de cette formule 
comme composé d'ane Infinité de facteurs. On aura par suite 



f) 

:) 

0 i(i 

i) fl;) 


r) '0 '(( 

■) F( 

;) ni 

, ^ sss C 

I) ■'(ÿ 


Jusqu’Ici nous avons supposé que, putr chacune des équations ( 5 ô) , ( 36 ) , les raciues 
différentes de zéro étaient inégales entre elles. Mais la démonstration que nous avons 
donnée de la formule (64) ou (67) peut être facilement étendue au cas même où les 
équations dont il s'agit offriraient des racines égales qui ne seraient pas nulles. Suppo- 
sons, par exemple, que n racines de l’équation ( 36 ) deviennent égales è X, en 
aorte qu’on ait non-seulement 
(6«) F(l) = o, 

mais encore 

(69) F'(J) = o, FT*) = o» - ï'"- ^(’‘) = ‘>- 


La somme des fractions correspondantes b ces racines dans le secoml membre de la for- 
mule ( 3 g) sera 



et la somme des termes qui , dans cc second membre , deviendront infinis pour 
se réduira simplement à 


(71) 


f'I 

Ui 

■'1^) 

.*^1 




D’ailleurs, si l’on pose 


* = aX , 


( 7 >) 


,r=r xX , 


( désignant une variable infiniment petite, et si l’on développe les deux expressions 
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( i»7 ) 





) ‘"(’ + t) 

“ ‘'(t) 


■'(t 



suÎTant les puiitancei aicendanlcs do on ayant égard aux équations (68), (69), il 
suflBra de négliger dans les déreloppcmenls obtenus 1rs termes infiniment petits pour ré- 
duire ces développements au;t deux binomrs 


* " , ' f"(«) " I " 

i.a îir(a) ' • a(a + i) «FW(1) ‘ 

Dune , pour 1=0, ou , ce qui revient au même , pour x = , l’expression (69] 

sera équivalente à la dilTérence des binômes (74) > c’est-b-dire & 


I f'(a) 1 FC*+-'(X) ) 

l.i Xf'(a) n(n + l) aF<">(X) 


Il est aisé d'en conclure que la fonction f{x) , déterminée par la formule (Sq), restera 
encore Cnio et continue pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de x qui of- 
friront des modules inférieurs à B. D'un autre côté, il suit des principes établis à lu 
page 540 du premier volume que, dans le cas où n racines de l'équation (^ 6 ) de- 
viennent égales & 7 , le résidu partiel de la fonction 


(7C) 


f'I 

r ® > 

t « J 

|F'(‘) 

»f| 

f * > 
l * J 

|F{s) 


correspondant i la valeur do x., est précisément l’expression (70). Donc l'équation 
(61), ou plutôt celle qui la remplacera, se réduira encore à l’équation (6s), et en la com- 
- binant avec les formules ( 5 o) , (09) , (6v) , on retrouvera les équations ( 63 )» (64) , (67). 
Seulement, dans le premier membre de l'équation (64) ou (67), n fractions égales 
correspondront aux racines dont X désignera la valeur commune , et le produit de ces 
n fractions sera • 



Ba résumé , l'on peut énoncer la proposition suivante. 


Digitized by Google 


( i88 ) 

I.*' Trèoïëiie. 5oteh( f(z)i F^z) deux fonctions de z qui restent finies et con- 
tinues , ainsi que leurs dérivées des divers ordres, pour toutes les valeurs finies de z . 
Supposons d’ailleurs que l’on aie 

(55) l(ï) = o. (56) F(î)=o, 

et que celles de ces racines qui différent de zéro, étant rangées d’après l'ordre de gran- 
deur de leurs modules, soient représentées par 

(5?) «> P. 7t ••• . 

pour l’équation [hh), par ' ' ■ 

(•*'*) »> 


pour C équation (’36). Admettons encore que, parmi les mêmes racines, celles dont le 
module reste inférieur A une limite finie II soient en nombre fini. Enfin tlèsignons 
par X une nouvelle variable distincte de z. Si , en attribuant au module r de 
la variable z des valeurs infiniment grandes, on peut les choisir de manière que l’une 
des expressions 


( 54 ) 




(55) 


i- 

(f) 

|F'(.) r 

1 

(--f] 

|F'(-) 


(t) 

|F(0 ' f| 

[-f] 

|F(-=) 


devienne sensiblement égale à «ne expression déterminée S , quel que soit le rapport 
— , ou du moins de manière que Cune des différences 


(56) 


f'I 

[A)f'(*) 

f’i 

[ t ] 

|F(0 



f'( 


[-f] 

|F'(-‘)'/' 

f| 

rj 

rf) 



reste toujours finie ou infiniment petite, et ne cesse d’ttre infiniment petite en demeu- 
rant finie que dans le voisinage de certaines valeurs particulières du rapport — ; si 
de plut la fonction 


(55) 


/(0 = 


f'I 

(f) 

IÇ'(‘) 

«fl 

f ® ^ 

|F(«) 


peut se décomposer en deux parties dont l’une soit ta somme de plusieurs termes réci- 
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( '8g ) 

proi/uainmil proporlionneli à de* paistancet enlUretdc z , etdont i'aulrc t’eranouissr 
pour certaines valeurs infiniment petites de z, ; alors , en désignant par .V le ré. 
sida de f{z) relatif à s — o, en sorte qu’on ail 


(»><■) 


f'I 

{ e J 



f ® ) 

itJ 

|F(s) 


et par ‘ une valeur partiruliére de x , on trouvera 


'■(f 

) '(y 

1 '(t) 


r) "(y) ►■(f) 

'(t: 

1 

I ’ü) 

--s(J 

r) "(y) '-( 7 ) 




pourvu que Con considère chacun des produits que renferme l’équation (6j) romme iimi 
pose d'une infinité de faepurs. 

6oroW(iire I." Si , dans In forinule ((Î 7 )j nn girciid 5=n. elle dotinpni >lii)pli-niriit 


(78) 


'(t) ^ Jf). _i(i "(y) Hi) 

F(o) F(o) F(o) 


f(o) f{o) 


f(o) 


...e 


Corollaire a. Si / cl X n’évanoiiistoul, les formules (C7) et (78) dcticiidront rcs- 
pccliïemenl 


(79) 


et 


(80) 



t ^ i 

1 

[-1 

1 fl 

(y) 

>•' 1 

1 ri 

.f* 1 

1 ri 

ÿ) 


'(^) '(f) 



F 



ly) 

►•(i) 

■ 11 ) 

►it) 


F(o) F(o) F(o) 


f(o) f(o) f(o) • 

Si de plus f(o) et F(o) »c réduisent à l'umté, ou aura simplement 


<'■1 '■(T)'(7)f(7)- = ''(f)''(f)f{f)- 


01 >scrvons d'ailleurs que, X devra être censé réduit li iéro, toutes les fois que FeX' 
pression ( 54 ) s’évanouira pour certaines valeurs infininicnt perites de la variable 
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( ' 9 » ) 

L'un (Ici produiti compris ddiis les deux mcmbrei de la formule (C7) cesse de reii- 
feniier une inCuiuS de facteurs , dès que l'une des fonctions f (:) >>F(:) devient entière. 
Supposons , pour fixer les idées , (jue la fonction f (:) soit non-seulement entière , mais 
du premier degré et de la forme 

(8a) . ifa) • 

Alors les racines 7 se réduiront i une seule, savoir i. De plus, les 

fonctions ( 54 ) . ( 55 ) deviendront respectivement 


(85) 

I 

i-Jl *'(*) 

g 

m 

h F(«) 



F(-0 I ’ 


et si elles conservent des valeurs finies, : étant infinie, ces valeurs seront les mêmes 

que celles des fonctions suivantes 


( 85 ) 


F' (y) 
F(0" 


(86) 




Il ^ */ F(.) ' 

1 'j F(-r) 


Donc l'expression, représentée par ^ dans le tliéorémc 1.", sera de In forma 


(87) /= — /., ou (88) 3 = — 

5 % désignant la limite vers laquelle convergera la fonction 


F'(r 
F(v) ’ 


ou (90) 


F'(«) , 

, F -(-s) 

F(x) ^ 

'■ F(-v) 


tandis que s deviendra infinie, et désignant la limite de lu fonction 


( 9 ') 


. ( F'(s) • F'(-s) 
a«j F(.) K(-s) • 


Enfin , dans la formule (60) , la fonction sous le signe 


l 


»era 


(9*) 


F '(0 

(*-*)F(r) ’ 
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cl UC deviendra infinie , pour des valeurs infiniment petites de s , que dans le cas où 
la fonction F(r) s’évanouira pour î = o. Mais . dans ce dernier cas . si l’on dé- 
signe par n le nombre des racines de l’équation (36) qui se réduiront à zéro . aura 
pour des valeurs infiniment petites de s [voyez les Leçons sur le Calcul Ulhûlviiuml. 
page 55], _ • 

( 05 ) ’ 


Donc la formule (fio) donnera 


F(.) 


(94) 

et l’on aura 

(9â) + 

puis ou en conclura 


" 

(x-«)F(») ((,)) , • 


on • (gC) + + 


(97) 

OU 

(<j8) 




f^{,X-f)da 


“(f)' 


'(f)' 


Cela posé, on obtiendra évidemment, à la place du théorème i." l’une des propositions • 
que je vais énoncer. ' ‘ 

TnioaâitK s. «ois K(a) une fonction de : 9<ti re, le finie et continue , ainei auc 

Met der^vie, des dinar, ordres , pour toutes les valeur, finies de z . Supposons d'ail 
leurs que l'on att résolu l'équation 

(5G) F(c)=o. 

«« ,ue ,« racines, rangées d'après l'ordre de grandeur de leur, ntcdules, soient re 
présentées par 

», P. 

Soit enfin une nouvelle variabU distincte de z. Si. en attribuant au module 

^ - f*-* .. d, 
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( > 9 ’'. ) 


(«9^ ■ 


Y(z) 


devienne sensiblement é^ate à une constante déterminée , quel que soit U r<tpport 
— . OH du moins de manière que la différence 


(99) 




reste toujours finie «ti in finiment petite , et ne cesse d' être in finiment petite , en demeu- 
rant finie, que dans te voisinage de certaines vaUurs particulipres du rapport — ; 
alors, en désignant par n te nombre des racines de l'équation ( 56 ) qui se réduiront 


à zéro, on trouvera 

Y(x) _ 


(lOü) 


I - 


F(0 


.-1 


(f)' 


(x-5) J". 


Corollaire 1." Si, apr^s aroir mullipliA par K($) les deux mciuiires de la foruiule 
(100) , on suppose $ infioimeiit petit, on aura sonsiblcaient, dans le second ineinbre. 


(101) 


F(e) _ KW(o) 
I" 1 . 2.3...n 


Pnr $uitc, en prenant $ = o » ou tirera de la furmule (loo) 


Si 


n $e réduit è zéro ou ii Tunité, l’équation (102) donnera simplrmenl 


(io 5 ) 


i-i) 

(._i)..,*-^"F(o) 

OU 


, 


(. 04 ) 

F(at)=a:(._^)| 

1'-t) 

(,^£)...,-^.F'(o) 


Corollaire U. Si s évanouit ^ les formules (loo)i (loa), (*® 4 ) donneront 

ri; 5 pectiîcmem 


i 

I 
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( '93 ) 


(io 5 ) 

(to6) 

("> 7 ) 

(.08) 


F(î) 


an 


•X V -X 

•5 fi-î »-5 


. ■ 0. ; .1. .1 

..:il t lü’al.'. '. î' . • '■ 




I. 1 ■ : 


5 .* Thèorkmb. Let mêmes choses itant posies que âtms (t théorime ' ^ , >1 i'on peut at- 
tribuer au module r de la variable : des vale$)>s ht^nititent' f^vJUs ekoisiei U-. 

manière que les expressions 


(90) jLjm+_njà 

'J ^ a F(z) ^ K(-.) 


( 9 >) 


F'(aV 


F(.) 

f(-‘) 1 


devienfunt seniiùUment égaUs à des constantes deUnninées , *fuc/f/ue soû U 

* — • ' - ' * 
rapport , ou du moins de manUi'^ue Us differences , , , i. 


I . t 

r » 


, , 1 ( F'W , F'(-z) } 

>“■51 Ti-F5r+fpr|-''-- 


(iif.) 


Z'( f;(z) f'(-.) i ^ 

ai) F(i)i F(-i) j 


restent toujours finies ou infiniment petites, et ne cessent d'être infiniment petites en 
demeurant finies, que dans' le voMnage de certaines vateurs particulières du rapport 

^ r U - ■ f ~ I , . 

— : alors, en désignant par n le nombre des racines de l'équation ( 5 G) qui se ré- 
duiront à téro, on trouvera '■ 1 • i; 


(iii) 


F(x) 


i Il * 1 (1 * * 


F(5) 


\ fl V 


•■■■(f)' 




Coro/Gitre I." Si, aprè» avoir tnulliplié par f 1 rs deux inenibros do la formula (ui), 
oD attribue b f une valeur iniloiisent petite , on trouvera 


>■■•1 




IV.* AHIliE. 


96 
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( 194 J 

Lonque* n le réduit à zéro ou & l’unité, c’e«t-à-diro , lorsque l'équation ( 36 ) n'ad- 
met pas de racines nulles , ou en admet une seulement, on tire de l’équation (i ii) 

(. . 3 ) F(*) = (. - -^) (. - ±) (. - i) e , 

/ 

OU 

CoroUatres. Si et s’évanouissent, les équations (i 1 1), (lis), (ii 5 ), (ii 4 ), 
se réduiront aux formules (io 5 ), (io6), (107), (108). 

Appliquons maintenant les diverses formules ci-dessus établies à quelques exemples. 

J •" Exemple. Supposons djabord 

(l'S) F(s) = smî. . - ‘ ■ 

Alors l’équation ( 36 ) , ou ^ -, ! 

( 1 1 ®) ” sin î = 0 , 

s * 

offrira une seule racine nulle, et une iiilinité de racines réelles, les unes positives, les 
autres négatives , savoir, > . 


(" 7 ) 


Î ï=:rir| z'ss 2 K, f = Sir^ . cto. » 

f = — air, *=s — 5ir, etc.; 


mais elle n’admettra point de racines imaginaires [Tq^ez le i.*' volume, pagc”t<97]* 
plus, l’expression (90) s’évanouira, et l’expression (91)1 réduite à 


(118) 


deviendra infiniment petite, si l’on attribue au module V de la variable si des va- 
leurs de la forme ’ v . , • * 


(“ 9 ) 


(an+ i)<r 


n désignant un nombre entier infiniment grand. Cela posé, le 3 .* tbéoréme sera évi- 
demment applicable b la fonction F(t) = siiis , et la formule (i i 4 ) • réduite b l’équa- 
tion (io8) ,’allcndu que les conslaotes /• , s’évanouiront , dôiinera ' 
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( >95 ) 


„) -±) (, +i) (, _ i) (, + , 


ou, cc qui revient au mCme, 


Il e<l bon d’observer que l’on pourrait encore déduire la furmule (iso) ou (lai) du 
second ibéorémo et de l’équation (107) , en prenant F(:) = *"** . 
a.* Exemple, Supposons en second lieu 

F(t)^cos:. 


(laï) 

Alors l'équation ( 36 ) , ou 
(i»5) 


cosi = o , 


aAtnctlra une infinité de racines toutes réelles et différentes de zéro, les unes positives, 
les autres négatives , savoir ' 


(194) 


^ a ' 


3 w 


, OtCes. , 

’ *;tl il* , Ti . V.I • * I. 


3r 


5r 

a 


, etc 

• ■> .* .'-K 


' T. * ' r 

De plus, l’expression (90) s’évanouira, et l’expression (91) • réduite i 


a.' 


: ,1 ' !•> . Il II- • „ . ■ . . 

I sin» , 

, ■ t , i.i.'; 


: 1. ;; - 
);• 


(laS)' ■■ ' 

' i ■ .!■ ■ ■ ' ■ ■ . I 

doviendra infiniment petite si l’on attribue au module *r 4 lie la variable s des va- 
leurs de la forme ’ 1 • ; ^ . i-. . , 

(196) r = nît , • ’ • . < “ Il 

n désignant on nombre. entier infiniment grand. Céla poqé, le 3 .*tbéoréme sera évi- 
demment applicable h la fonction F(z) =cosi , * et la formule (1 13 ) , réduite b l’é- 
quation (107) , attendu que les constantes s’évanouiront, donnera 


/ 2Æ>\ / . a*\ 

/ a^\ 

/ , a-ï’\ 

1 



l'-d 
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-i- ' — — r 

■/fX’ 


ou , cc qyi revient m mëme^, , 

(.08) = 

On peut, au reste, déduiro U furmiilo (lay) ou (f du la formulo (iio) ou (loi) , en 
„ ' ' -I'— -~i ' » 

remplaçant x par — — 

Exemple. Soit '• > ;'. .i . vj 

fiîg) . F(î)=,iwî'^-.Nn«„ . . , . ■ 

(t désignant une confiante arbitraireincnt choisie. L'dquation (36) , ou l’i- 

(i5o) ■ sm;=3: sinw , i 

ndmettra une infinité de racines réelles, savoir. 


(i5i) 


1 = — a-\-s, » = a-J-ï», j = — a-(-3s, «le..., 

* • ■ I 

J = — a — TT, s = a — air, — a — 5x , «te. 


De plus , si l'on attribue au module r de k variable i des valeurs inGninienl 
grandes , mais sensiblement distinctes de celles qui correspondent aux racines dont il 
s’agit, les expressions (go) , (gi) , ou 


(i3î) 


SID a. cos s 


(sini-siDa)(sins + sina) ’ 


(.53) 


s.us. cos: 


:(sins-sina)(sini+sina) ' 


resteront toujours f.nies ou inGniment petites , et la première ne cessera d’ètre inGnimeut 
petite, en demeurant finie, que dans le cas où le coefGciont de dans t sera 

sensiblement nul , et le rapport — sensiblement égal è ±i. Cola posé , le tbéoréme 
i • • '■ . ' • ■ •■■O. . •! . 

5 sera évidemment applicable àla fonction F(s) — sin: — sina; et la formule (. i3), 
réduite è l’équation (.07), attendu que Us Constantes s’évanouiront, donnera 


.... s'o.* 

(.54) 1 --V— iSBlit- 

' ' su. a 


f~)(' tivKr 

' - • . . * ; -i ' . ;t . ^ i.- ■ U-: . 

* i.lf. 


ou , cc qui réviüill au luûiûc • • *' <i. ^ . . . . , . 

^ sinu- 5 ht«e a--r 4^,’ 

' ^sina <1 4 *f*“<** 


. \ 
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( »97 ) 

Comme on aura d’aiileun, en vertu de la formule (lai) . 


(i 3 C) 


. 4ff**û* OIT* -a* 

sma = a ; = ; — 

ir* 4>' 9” 


on tirera dea équations (i 35 ) cl (i 3 C) , multipliées l’une par l’autre , 


J sinx-sina s>-(x + a)* Q«*-(*+»)* a5g*-(j-a)» 

' x-o it' 4 a’ 9a’ aSa* 

On pourrait, au reste, déduire la formule (137) des équations (lai) et (137) réunies à lu 
suivante 

, , 0 , ... x-o x+o 

(i 38 ) iinx — 8ina = asin cos . 

a a 

4.* Exemple. Soit encore 

(i 5 g) F(s)=oosî — cosa. 

L’équation ( 3 C) , ou 

(■4o) .• cosa = cosa. 


admettra une iofiiiité de racines , aardir , 


T» 4 i) 


-fax. 

z = fl-f 4n , 

Z =: fl -f 6n , 

etc. , 

1 — an , 

Z = fl — 4it , 

Z z=fl — 6n , 

ejc. , 

-fl-f an, 

z = — a-f 4n, 

z= — « -f 6w , 

etc., 




sï=— fl — au, Z 


a — 4^ t * 


fl — Cit , etc. 


De plus , l’expression (90) s'évanouira , et l’expression (91) , réduite é 


(* 4 a) 


lin Z 

z{cosz-cosaj ’ 


deviendra inllaiment petite, si Ton attribue au module r delà variublu z des va- 
fcurs infiniment grandes, mais sensiblement distinctes de celles qui correspondent aux 
racines de l’équatioh (i 4 o). Cela fusé, le troisième théorème sera évidemment applica- 
ble é la fonction F(z) zzxcosf— cos#; ’ et la formule (1 1 3 ), réduite à l’équation (107), 
niiendu que les constantes.. s’évanouiront, donnera . 
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( ‘98 ) 


( 1 ^ *5^ * 

cosa-cosj: / 

f, 

Ut- 

U. ) 

fl ■*’ \ 

VH**; 
ou , ce 

cosa-i ' \ «• / 

qui revient au même, 

1 (a«-o)V 

IV (ag+a)> 

/\ (4ir.fl)«j 

\ (4«+fl)v 

(■44) 

cosif-cosa «*-x» 

(ig-a)’-j:* 

(3ir+fl)"-x’ 

* {4ir-a)*-x" 


• , ® a* 

3 5in*-- 

« • 

(air -fl)" 

(i*+a)> 

(4g- a)* 

(4g + a)’ 

('.onimc on aura d'ailleurs, en 

vertu do la formule ( 110 ) 



(.45) 

. Û 

a ar-e ag+o 

4g + a 

* . • 

a , 

3 3ir 

31C 

4tr 



on tirera des équations (>/| 4 ) et (>45) 


(■ 46 ) cosx — cosu 


_1 cosu — {an+a)'-x’ (^a)'.x' 


(ait)" 


(arr)* 




(4>f)* 


On pourrait/au reste, dédpire la formule (i46) de l’équation (lai) rtunioà la suivante 


(•47) 


« x-a . a:+a 

cosa — cos® = SID — 6in . 

a a 


l.ts formules (lao). (ta;), (lâ;), ( 146 ) subsistent pour des valeurs quelconques réelles 
nu imaginaires de la-variable x et de la constante a. 


Si, dans I équation (1 ai), on pose successivement t = — , 

4 

les deux formules 


~ — — . on obtiendra 
a 


(.48) 

(• 49 ) 


r _ a.a 4.4 6 ^ 8.8 10. 10 11. Il 

1 1.3 3.5 5.7 7.9 g.ii n.i 3 ■" ’ 

g 4-4 8.8 11. Il 

H/j 3. 5 7.9 1 1 . 13 ’ 


dont la première a été donnée par AVallis, et l’on en conclura 


(i 5 o) 


1.3 5.7 9.11 


. V * n i*ee* 

3.3 O. O. ^0.10 ^ 

Si , dans les formules (lai), (laS), (i46), on remplace x par x|/T , on en tirera 
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( >00 ) 


(i5i) 

(i5s) 


«* + «• 


— ) 

fl 1 ^ 

4ït* / 

4^'\ 

L 0’'*) 

fl 1 

9 »* / 

1 ' a5*> 


(| 53 ) + — C 47 T-«)H.r‘ 

(an)* (ïs)> 

Si, dans l’équation (lao). on reonplaco la leltro x i.* par x + y^^/:i, a." pur 
^ — 7 désignant une nouvelle variable indépcnJaiito do i. les deux for- 

mules qu’on obtiendra, étant multipliées l’une par l’autre , donneront 

(l 54 ) .«’^-a<=<>sa»+«— . C<r-x)-+y> (a»-a:)>+y (ar+x)-+v- 

4 «• it^* (air)' (are). 

En opérant de la même manière, on tirera de l’équnlion ( 137 ) 

VJ--l-acosaa;-t-v-v __ (ir-ax)»+(3j.)» (r^aar)-+Caj.). pt„-a, ).4.farl» (»,r+a*)*+(aj.). 

4 <r- (5„)- (3^;^ - 

Au reste, les formules (i 54 ) et (i 55 ) peuvent être aisément déduites de l’équation (ià 3 ). 
Si, dans l’équation (i 37 ),on remplace i.* x par x + 7 \/^ et a par a -f b\/- , 

^ •* 1 *’*'^ <» P«f a—by/~ . Jes deux formules qu’on obtiendra, étant 

muUipliéea Tune par Tautre , douneroot 


(56) 


• 4 [(■* - 0 )’.+ (j'-é)]* ■ ■ ~ — 

(»-r-a)V(3r.|.é). 


En opérant do la même manière, on tirera de l’équation (i 4 G) 

(■•'> 7 ) 

Dans les applications qua.nous venons 'de (aire des théorèmes s, et 5 , les constantes*. 


[(«y-M-r)'cosx-(«*é<-‘')coafl]»-t-[(sr-s-r),inj-(,s.,-sj,in^1. 

[(f-«)’+(j'-i)*][(x+e)'+( 7 +i)*] , 

■» « 

(a.r+a>-a)»+(jr-é)« (a--W)»-t (/+*)» (a»+x+a)*+(j-+é)> 

(*«)• ■ (air)* (a»)* -V 
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( 300 ) 

(irccâdemmenl désigtUki par . s’éTanouiaent, ot Ici racines de l’équation (56) 

sont inégales entre elles. Ges mêmes racines' dcTiendraient égales deux à deux , de ma- • 
iiière è coïncider avec l’une de#valeurs de t comprises dans les séries 


1 = 0, X = ait , 


(i5«) j 

SI l’on supposait 

(*h) 


( 1 6 o) I C09X = ^ 

ou , cc qui revient au même . 
(iCl) 1— C05X 


x = 4 ît. 

s =6n , etc... , 

x= — 4»i 

9 etc.*. V 

) = I COSÎ 

) 

* . 

hm 

-è) (’+i) 


\* 

4<r’i l 

i6it*/ 


Au reste, on déduit immédiatement l’équation (i6i) de la formule en faisant 

évanouir la constante ’«.■ 


Si l'on prenait 
(,0a) 

l'équation (56) , réduite ù 
(i65) e‘=xi. 


F{r)=e-_,. 


ou r = l((i)), . ^ 

oiTrirait pour 'racines les divers logarithmes Népériens de ruoité, savoir,- • 

1 = 0, x = ait4/rr, x = 4 ,tv^, x = CitpC 7 , etc..., 

1 = — 3)t(/rt , t = — 4'V' i » * = — , etc.... 

Alors aussi l’expression (90) deviendrait 

('65) T(-7rr+T^)-T’ ■ • ■ 

et, pour Élire évanouir l’expression (91) , ou ‘ ' ' 
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( «01 ) 


(. 66 ) ±(-^ 

e~'-ij a» \-e~‘ 

il saOirait d’aUribuer au modale r de la variable : des valeurs de la forme 
ti67) • 

a 

* n éuot UD nombre entier inCnimcnl grand. On tronvoroit donc par tuile 


(.68) 




= O : 


et l’on tirerait de la formule (i > 4 ) 

(.69) + + -£-)(, . 

Au reale, on déduit immédiatement l'équation (169) de la formulo(i 5 i), en remplaçant 
1 

® par — se. 

« s . 

Si l'on prenait 

(170) F(a) = ... 

a désignant une constante réelle, l'équation ( 56 ), réduite b 

* b * ' 

(171) «(•+.)■ — «C— O'=so, ■ • - 

serait vérifiée toutes les fois que l'on poserait 

(* + «)• = (* — a)*±anirv/:r , 

ou , ce qui revient au mémo , 

a = ±— v/T, 

aa 

n étant on nombre entier quelconque. Par conséquent celte équation offrirait une ra- 
cine nulle, et infinité de racines imaginaires comprises dans les séries 


(' 7 «) 


»* • 
s = — 

aa ^ 


a» .a» 

, 


* = — i/T , . etc. , 


s = 

sa 


1=:— . — i/TT. s = — — s/rr, etc. 


IV.* Annéa. 


«7 
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( SOS ) 

De plus rcxpressibo (go) s’ëvanooirait, el l’exprcasion (gi), ou 


(' 75 ) 







se réduirait sensiblement b a pour les valeurs de 
forme 


('74) 


(an+ i)k 

4 « 


dont les modules seraient Je la 


n désignant un nombre entier infiniment grand. On trouverait par suite 
('75) /. = o , J, = a , 


et l’on tirerait de la formule (t i 4 ) 


ou , ce qui revient au même. 


Il siiUit , au reste, pour obtenir rêquatiou (> 77 ) , de leniplnccr, dans la foriiiuie (lôi), 
a! par aux, et de midtiplier ensuite les deux membres de cette formule par . 

Les diverses formules que nous avons tirées des équations (loo) el suivantes coïn- 
cident avec des formules déji connues, ou s'en dédui.sent facilement. Pour obtenir des 
formules nouvelles, supposons maintenant 


(•78) 


F(:) = siiiJ — uîcnsj , 


it désignant une constante réelle. L'équation (36) , réduite b 



offrira une racine nulle, cl une; infinité de ractoe.s réelli-s, deux à deux égales, n>ai< 
aÛéclécs de sigoes contraices [vofer. Je 1 . "'volume , page. .ïoo]. De |dus rexprcision (go) 
s'évanouira; et, po.ur faire évanouir l’expression (gi), ou f 

I ■^■i!-fl)cosi+a.-siiii I 

; sini-e»COSî ' ’ 


('fo) 
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( 803 ) 

il suffira d'attriliucr ou module r de la variable c doa valeurs ioCnimcot grandet , 
mais tcnsibltunenl dislinctes de celles qui correspoodeut aux raciues do réquatioti (17g). 
Cela posé, si l'on désigne par ± 3 i . dbp , ±v , ... 1 rs racines de celle équation, nn 
aura , on vertu du 5 .* ibéurûmc et de la formule (108) , 

(i8i) sino; — n*cosaî^ (» — n) — ^] (* — 

Supposons encore 

(181) F(s) = (î’ + A}sinî — a:cos:, 

a , h désignant deux constantes positives , et ces constantes étant cliolsies do roiinière 
que l’on ait 

(i83) 6 < a. 

L’équatioB ( 3 G) , réduite ii 
(. 84 ) 


taugr = ^. 


nffrira une racine nulle et une infinité de racines ridelles, deux à deux égales, mais af- 
fectées de signes contraires t voyez le i." volume, page 3 o 6 ], Du plus l'expression (go) 
s'évanouira, et pour biro évanouir l’oxprossion (gi), ou 


(. 83 ) 


I (a+a)«sini + («’+A-a)«)it 
1 (t’+Â)sinj-oiC 05 ï 


il suffira d’attribuer au module r de la variable z des valeur! infiniinrol grandes , 
.nais sensiblement distinctes de celles qui correspondent aux racines de l’équation (.84). 
Cela posé , si l'on désigne par ± ^ ± p . d= « . ... tes racines de celle équ.vlion , l'ou 

aura , en vertu du ibéoré.ne 3 et du la for.nule (.08) , 


(18G) (*’ + 6) sim — axeotx = (3 — n)a3|i — ^1 ^1 

F(i) := (a* + e“*)cosi — !. 


Supposons enfin 

{■87) 

L’équation ( 36 ) , réduite il 

(. 88 ) 


(«■ + »~‘)co»*= * . 

offrira quatre racines nnllei. De plus , comme on tirera do celle équalioa 


(>* 9 ) 


t I .-COSf ) 

long — = dfc{ } : 

° a ( |.t-cosz ) 


• +» 


Digitized by Google 



( *o4 ) 

elle admeltrn encore, en rerlu de* principe* établis dan* le premier rolume [paj;. 3og 
et 3io], une infinité do racines réelles qui , prise* quatre à quatre, seront de la forme 

(igo] . * = » = — t:, « = çyT,, t = — ÏW'-” > 

( désignant ujio quantité réelle. D'autre part, l'expression (go) s’éTanouira , et pour 
faire évanouir l’expression (gi),ou 


’i _i_ (s».s--)coss-(s-^-t-‘)smr 

' " ^ t (c‘-s“')tuss- a ’ 

il siilRi'a d’attribuer au module r de là variable z des valeurs infiniment grandes, 
mais sensiblement distinctes de celles qui correspondent aux racines do l’équation (i88). 

Cela posé , si l’on désigne par , dbp les racines réelles de cette équation, 

ou conclura de In formule (loC), en poaaiit 

(.9*) »-(*' + e-*)cosx = -I- ÿ) 4. J, + 

Revenons maintenant à la formule (67) , et prenons pour f(z) une fonction entière 
du degré ni , qui ne s’évanonisic pas avec la variable z ; en sorte qu’on ail 

(igS) f(«) =n.z"-|-a.z'"-* + a.*"-‘ + „, +a«_,z + «- . 


n, , a, , a„_, , désignant des coefficients dont le premier et le dernier diiTèrenl 
de zéro. Ün trouvera 


(•94) 


'■(f) 


ma, ir""' z+{m -1) a, .s +... + ao„_, 


Kt) 




„-i / , — , X \f. <»«-! X ^ \“* 

— — T + -] ‘ 


puis on en conclura, en attribuant b z des valeurs Irés-con^idérables , 


(i.j5) 




•^(f) 


e„_, , ae„_,a„-a'fc-i a> , 

1 1- etc. 

a™ a.» t 


Cela posé , les fonctions (54) , (55) deviendront respectivement 
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( *oS ) 


(•96) 


(' 




1 F'(‘) 



, a, ^ 
( F'(‘) 

. +-J 

F'(-s) 1 I ( 

1 F(«) ' 
— + 1- 

1 F'(‘) 

F'(-,) 

1 F(«) 

F(-s) j a ( 


1 F(») 

F(-i) 


et , (■ elles coDScrrent des valeors finies , s étant infini , ces râleurs seront les mêmes 
que celles des fonctions snirantes 

/ «A 

( 198 ) 

(t«9) 


** 


F(.) ' 



1 F'(s) 

1 


S F'(.) 

F'(-s) 

\ F(‘) ^ 


* a o«* t 

( F(') 

F(-i) 


Donc l'expression, représentée par ^ dans le théeréme 1 .*', sera de la forme 
(fi/) ““ , ou (fifi) — a!^, , 

é, désignant la limite rera laquelle conrergera généralement la fonction 

P'(r)' 


(soo) 


on (soi) 


( F'(z) 

, F'(-) ) 

l F(.) 

F(-») .] 


a» F(s) ' . » 

tandis que t deviendra infini ; et désignant lo limite de la fonction 
/ V a»,-.-aa,-.a, ( F'(«) F'(-«) \ 

i f(*) i F{-«) 1 ■ 

Enfin, dans la formule (Oï) , la fonction sous le signe deviendra 


(ao3) 


; ' + ('~ _m P'(s) . 

■ - * n‘) ’ 


et ne pourra s'évanouir, pour s = o, qu'aulant que la fonction F(s) s'évanouira 
elle-même. Mais, dons ce dernier cas. si fon désigne par n , le nombre des racines de 
l'équation (3&) qui se réduiront à zéro , on aura , pour des valeurs infiniment petites de z , 


( 98 ) 


r(.) 
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Donc la formule (Ci) doDoera 


\ a«6 ) 


(*o 4 ) 

et l’oR aura 


y ™ f 1 \ 


(aoS) X — + ou (soC) . X — ^=-^ 4 -^, 4 -Xr?. . 

■ à . • ‘ , 

puis on en conclura 


(407) 

OU 

(908) 


f^(X-^)dx 


-(f) 


=(f)' 


Si, pour de> Telcun infiniment grandes, mais conrenablémcnl choisies, du module 
r _^dc In variable ir , ^ les ^expreiÿions _ • ■•■!,■ 

^1S±^S±Û] (q.) ±(I5Û.-ni±] ' 

' . » U(0 I FC-0 ^ arU'(.) - F(-s)J' • 

s’éranouissent, on pourra «11 dire autant dos expressions (aoi) , (404)4 Alun, les coeflldenik 
, ^1 étant réduits à zéro , on tirera de la formule (ao 8 ) 


(» 09 ) 

et rés]uation (67) donnera 
(4 10) 


/çV-^)rfx 


j X y" 

lTi ’ 


'(fl 

«-U 

1 


if) 

'(f) 

1 

. (* J 

1 '1 

ir) 


K41 

1 ri 

(1) 

' ^(t) 

'(f) 

F| 

(f) ^(f) 


Si maiatesant on attribue 6 f une râleur infiniment petite , on aura sensibleiMent 


( 411 ) 


Ffl) 

U/ > F<*) 


(°) 

l. 2 a 3 ...n ’ 
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, , >'(4) ■'( 7 )^( 7 )- _ ■ I P-W I-' 

.. , i"” . .. (»p7 — )’ ( i.a.3...n ) ’ 

et par suite l’équation (sto) tle»ieiidra ' ; ‘i< . . . 

• ' • a * • ‘ ^ * 

, K~) K7) ^(~) . (.Pv-)- ..a.5-n i-p/xWp/xtp/xX * 

f(o) f(o) f(o) X"* F(">( 0 ) j U/l Ip/ U/" 

Lorsque la foDCtion F*(î) nos’éranouit pas avec z , la formule (Gi) donne simple- 
ment X — O , et l'iquation (ai3) doit être remplacée par la suirante 

, ,, '(f) '(7) '(f) - _ *'(^) Ht) Ht) 

f(o) f(o) f(o; ”■ F(o) F(o) F(o) 

•Si , au contraire , la fonction F(:) s’évanouit avec z , mais do manière que l’équa- 
qiiation (36) offre une seule racine égale è zéro, la formule (m3) donnera ^ 

, • '(t) Ht) Ht) Ht) Ht) Ht) 

^ f(o) f(o) f(o) x« ■ F(o) F(o) F(o) 

Les diverses formulesque nous venons d’obtenir supposent que la fonction entière f(s)' 
ne devient pas nulle pour z = o , c’esl-à-dire ^ en d’autres termes , que la constante 

(ïiC) f(o)=a. * • 

diffère de séro. Si celte constante s’évanouissait , les expressions (aoo) , (aoi), (sua) de- 
viendraient iuliiiics , ainsi que les coefficients </, , , et les fractions comprises dans 

les premiers membres des formules (ai 3) , (ii4)> Observons d’ailleurs que , >, 

P , 7 , étant les racines de l’équation (aG) , ou tirera de la formule (irtâ) 

(»■/) f(î) = 0 ,(t— 

et par conséquent , 

«•’•> ^(’-4)(-tK-7) •• '• 

Pour montrer une application des formules qui précèdent v prenons' * 
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(n 5 ) 


.( soS ) 

F(i) =tinz. 


Alon, aioii qu’on l’a déjà remarqué, l’exprestion (90) s’évanouira, et l’expression (gi) 
deviendra infiniment petite , si l’on attribue ou module r de la variable z des va- 
leurs do la forme r = nn, n désignant un nombre entier infiniment grand. Cela 
^osé, on tirera de la formule (ai 5 ) 

'(f) '(-4) '(-a _ 4,... . - 

CM r(») ■ f(.) I(») 

• « - t? 

OU , ce qui revient au même, 

'(a'(-*) 


(s > 9 ) 


-fin — fin ~ fin — ... , 

f> 7 


, . X . X . s a 

(s 2 o) fin — fin-T-wn — ... ^ ■ ■ J ■ - 

^ “ P 7 «P 7 - lf( 0 )] 




[f(o)]* 


Au reste, on peut cneore dédniro la formule (aso) 1.* de l’équation (ai 4 ), en prenant 

F(î) =-ÎÎHL , a.* de l’équation (lao) combinée avec la formule (817). 

• Dans le cas particulier où la fonction entière f(z) a pour dernier terme l’unité , on 
trouve . 

(aai) 


f(0): 


(aaa) ' f (=) = (._ ±) (,- |) (> —i) ... ; 

cl U formule (ate) donne simplement 

Si , dans les formules (ai 0) et (aaS) , on remplace x par nx , on en tirera 


(aa 4 ) 


f(x)f(-.) f(4)f(.^) r(±)r(4) 


[f(0}]* [f(0)]* 


[f(o)]’ 


967 *. . . irx . «X . ffx 

— siQ — fiD^sm — ... , 
ir" »"• a ^ 1 


(aaô) f{x)f(-x).f(|)f(-^).f(|)f(_|-)... = .f^ sin^^sin^^sin î^... 
Si , pour fixer les idées , on suppose 
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( »«>9 ) 

f(jî) = — ïJ-cosO -J- 1 , 

oD pourra prendre 

(ai;) a = cosf 4-^/r,sin0, p = cos9 — j/.". JinO , 

cl IVqiialinn (asS) donnera 


(aaK) 


[i-aa:’cos2 0 




anxsinO . •'arxsint 

e <■ acos (a^rxcos^) i 0 


Su|)pnsons encore 

(«ag) 

Alors on tirera de la formule (si4) 


4 ff* J’ 

F(î) = coj:. 


(■»”) 


'(v) •{--) '(S) '(-a 


X X Jî 

. = cos — cos -r- COi — .... 
a P y 


ri«) f(o) r(o) f(o) 

Si l’on a en particulier f(o) = i , ôn conclura do l’diiualion (ï5o) , on y remplaçant 

itx • 

X (ïflr , 


rx 7TX 
-C05- 


fwn- „.r(|)r(_ |) ,r(f ) t(- 1).„ = , 

Ainsi, par exemple, si la fonction f(a:) est délcrmiuoe par la formule (as6), on aura 

[i-sa:*co8 35+®<]|^i-2|yj’cos2 6 + ^yj^jj^,-î^.lj’cosî9+||.j^J.,. = 


(9.Î3) 


I 


• rxsino -rxsioO 

» -Hcos (it J-cos 8) + e 


Supposons encoro 
(v35) 


FM — JiüüflL — , » ■ 

((r)V l.ï.3.4.5 *'■’ 


{(-))“ désignant iino quelconque des deux valeurs do c propres II vérifier la formule 
IV*. iNXBB. 
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(»34) t'~—i = o. 

Les racines 1 , f>, > , f.« de l’équalion (36) seront évidemment 

(a35) *=:*•, « = « = ge*, ir=»S**, etc..., 

et par suite la formule (a >4) donnera • 


f(-] fl 

Is36l 

f ' 1 


\ sin| 


(«t! 

ir 

f{o) 

f(o) 

f(o) 

-■:i 

-) 
l */ 

y mr ( 

m 

£ 


Si, dans cette dernière ^ on remplace x par «"x , on en tirera 


(*57) 


f(o) f(^) f| 

^ 9 ^ 

1 sin. 

:r((-f-))- sia.,. 

((f) 

y sie.v(( 

t)Ï- 

f(o) f(o) f(o) 

«I 

[(f): 

)' "(( 




Si d’ailleurs f(o) se réduit à l’unilé, on aura siinplement 
I fx\ 

(ï38) f(x)f-f {-... = iiLii 

'(( t ))‘ -nm -mY 

Ainsi , par exemple, en prenant succesaÎTcmeot 

. f(®)=t+®. f{af) = i+*’. etc.... 


en trouvera 
(*5ij) 


(. + fi) (. + ÿ)... = . 


(»4o) (1 +*•) 
etc 

puis on en conclura , en remplaçant x par x'. 
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( »n ) 


W.) (,+a,.)^, 



»tv 


-J!COS((rxV/j ) + 

l'+ 

at/ 

l' + sTj- 

* 


BlC. 


l-a romiulc (240 •'“ccprde évidemment avec la première do» équations (i 5 i). 
Supposons en{m 

(243) F(») = cos((î))^ = ■ - a''3.4 

Le» racines 1 , p , », ... de l’équation ( 56 ) seront évidemment 

K» 9IT* aSg* 


( 244 ) 


4 ’ 


4 ■ 


etc... , 


cl par suite la formule (ai 4 ) donnera 


(24.1) 


^(tr) 

'(î^) 


-,.. = cosff:i\]’.cos((4.]^cos((-i)y 

f( 0 ) 

f( 0 ) 

f( 0 ) 

lU// upi/ \\iil 


IT'Æ 

Si , dan* celte dernièro , on romplaco x par — ^ , on en tirera 

'W 'é ii) 


f(o) r(o) T(ô) 'ï 
Si d’ailleurs f(o) se réduit il Tuiiilé , 00 aura sinqilemonV 




(.4,) 


.» //a^Wî ... -v ‘\\> 


COS. - - r.co».- - .CO».- - 


a U? 


a U 7 


Ainsi, par exemple, en prenant siieccssircment 

f(ai) = i+a:, f (a:) = l x’ , etc..., 

on Irourere 

(> 4 S) (■ +^)('’+-J) + = ■ 
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( J 


(* 49 ) + =< 



puis on en conclura , en rcmpLiçant x par x*. 


j»J5 


(s5o) 

(1 +x*)(i 


(aôi)^ 


, »' +lC05(]w.rj/T) + # 

'+54j'" 4 

etc 




Concovont maintenant que lea fondions f(>) i F(>) > cessant l’une et l'autre d'élrc 
entières , soient déterminées par les formules 

(sSa) f(s)=co»((^))^ (s55) F(r) . 

((*))■ 

Alors les racines a , p , y ^ > v > ••• des équations (5â) et (36) coïncideront 

arec les valeurs de s comprises dans les séries (a44) > (s35). De plus l’expressiou 


'•(t1 

F'(.) 

sin 

((t) 


cos ((»))■ , 1 


FM l({f)) 

'Cos( 

(f))^ 

((s))' sin ((.))' ‘ ) 


s'évanouira généralement, si l'on attribue au module r de la variable i des valeurs 
infiniment grandes, mais sensiblement distinctes des racines de l’équation sin ((:))' = o„ 
On pourra donc prendre, dans le tbéorémo i.", /=o. Enfin , comme l'expression 

(ï54) s'évanouira encore, pour des valeurs infiniment petites do i tellement choisies 

que les valeurs correspondantes du rapport — düTèrent sensiblement de celles qui vé- 
rifient l'équation cos ^ j * — o" ^^ra , d'après ce qui a été dit ci-dessus [vo^rez 

le s.* corollaire du i." théorème] X = o ; et par suite l’équation ( 76 ) , réduite b la 
formule ( 81 ), donnera 


(tiS) 


ix IX 

sm — siQ 3^ 


• COS cos — ... : 

3 i 7 


S r 


(t) m m 
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Si, dan» la formule (»55), on remplace x par on en tirera 


jinx Sîin-r* 5sin-“ 


(,56) 


COI — cos -7- C 08 . 

2 4” 


puis , en «îcriTant au lieu de x , on trouTera 




(*5>) 


« <fe 




X ' 5 ' “j* 

€ -ê € -e 


Ajoulons qucp si Ton pose x = i » on conclura des formulca ( 206 ) ni ( 207 ) 
(»58) cos|-^j.co 8 (-lj.cos(^j... = fin(i).5*iD^~j.5sin.(ÿj... , 


fl 


(*59) 


«' + « ' »* + < ‘ «* + « 


.0 


-.5 


Si l'on dilTdrenciail , par rapport à x , les deux membres de lYquation (a5G) , ou 
plutôt leurs lo^rithmcs, on serait immédiatement ramené i la formule (3i) du précédent 
article. 
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SUR LES CORPS SOLIDES OU FLUIDES 

DANS I.ESQÜELS L\ COSDICNSATiON OU DILATATION LINÈ^URE EST LA MfiMf, 

E\ TOUS SENS AUTOUR DE CUAQÜE POINT. 


CoïK'CFons qu’un corps aoIiJe ou fluMc Tienne b changer du forme, et que par reflTct 
d'une cause quelconqne il pas>e d'un premier dlat naturel ou arlülclel b un second état 
dirlinct du premier. Rapportons tous les points do l'espace b trois axes rectangulaires , 
et supposons que le point tnalériel correspondant aux coordonnées x , jr , z dans le 
second état du corps soit précisément celui qui, dans le premier état, avait ponr coor- 
donnérj les trois différences 

1 — 5, * — ç. 

Si l'on prend x , j-, s pour variables indépendantes ; Ç, «, C seront des fonctions 
de X , J, : qui serviront b mesurer les déplacaniciils du point que l’on considère pa- 

raliélrmrut aux axes des coordonnées. Soient d'ailleurs r le rayon recteur mené dans 
le second él.it du corps, d'une molécule m b une autre molécule très-voisine m', cl 
« , ^ , 7 les angles formés par le rayon vccieur r avec les demi-axes des coordonnées 
positives. Si l'on désigne par 


la distance prlmllive 'les deux molécoles m , m', la valeur ntimériquo de i sera U incsui e 
de ce que nous avons nommé la dilatation ou condcnsnlion liniaire du corps'suivant la 
direction du rayon recteur r, savoir.de la dilatation linéaire si s est une quantité 
positive , et de In condensation ou contraction linéaire dans le cas contraire. Cela posé , 
on aura, en vertu des principes exposés dans le second volume [pages Go et suiv,], 


' ' \ '+« ; t rf® rf/ l/i 7 

/ da rfa rfn 

, + (cos? - _ cosa _ - CO»? - - COSyj 

+ (“*V-^COSa__COS?--CO»vj . 

puis on en conclura , en ndtiicltanl que les déplacements J . s , Ç soient très-petits , 

( rf? . da - . dç- 

I — COS’a 4- — COS’? + — COS’v 
lU djr dt 

. ( + (î + ÿ) + (è + $) + [ij + Ê/ccs-cos? . 
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Or < a pcialflemaudrr queliea cooditioni doiruDl remplir (, « , (, cunsiddrés conimu 
l^ctioBs de X , J , s , pour quu lu cundcasalluii ou dilaluliott liiiéaû'e du corpt roilo 
lu iiiOme en tous tenp autour do chaque poiut. Tel est l'objet dont noua ullont maiotenant 
nous occuper. 

SuJeut ■*, les dilatations linéaires meaurdes parallèlement aux axes des x, 
y , t. On aura , en vertu de la formule (a) , 

is ' ' dy ‘ dt ' 

En supposant CCS dilatations linéaires égales entre elles, on obtiendra la condition 

(5) ^ = ^ = 

' ' dx dy di 


dy 


et par suite l’équation (s) donnera 

* = •' + (î + f + (S + S) + (f 


4-~) COSsiCOSp. 


Donc, si la dilatation linéaire i reste coQsUunmcnt égale b i', ou oura , pour des 
Taleurs quelconques do x , p , y , 


/rfC </n (dï rf,\ 


En posant successivement dans la formule (5) , a = .^ , ^ = — , ^ = 

( 6 ) 


on en lire 


17 


dy 


dx^ dt ' 




dy ' dx 


Ainsi, pour que la valeur do • devienne indépendante des angles a , p , y , il est 
nécessaire que les déplacements K, a, C, considérés comme foncllons do x,y, s, 
Térillont les conditions (5) et (G). Uéciproquouiciit. si ces conditions sont sériliées , i 
sera indépendant dos angles ^ , P , y , et l'on tirera de la formule (x) 

_ _£s 

^ dx dy dz 

Il PSl Cicilc de s’assurer que, dans le cas oli les conditions (3) cl (6) sont vérifiées, 
la distance < sc réduit & une fonction linéaire do x , y , i. En cfTet, concevons 
que l’on dilTérencIu la première des équations (G) par rapport h ai , la seconde par 
rapport h y , la troisième par rapport h e. On Iniuvcra 


(8) 
et P 
(9) 


d'à 


dsdx 


rf’î 


d’ï 


itxdy * 

zlxdy dydt 

II 

O 

es 

rfn 

d's 

rf’C 

djdt ** ’ 

• 

dt<U 

dxdy ° ’ 



/ ^ 


d' n 


didx 


■ O . 
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puit, en dlflcrcnciaiil la pretniiïrc des équations (9) par rapport ti x , la seconde par 
rapport à J*, lu troisième par rapport è : , et ayant égard à la formule (7] , on 
obtiendra les suivantes 
du 

• djdi 


(10) 


:0 , 


on trouvera 
('■) 


rf* r 


H JC* 


tiz* ' rf/ 

puis on en conclura 
(.s) 

Or on tire des formules (10) et (1 a) 
(. 5 ) 

et par conséquent 

(• 4 ) 


di 

—~=a , 
dx 


du du 

didx ' dxdy 

deux fois de suite la première des équations (6) par rap- 
la seconde par rapport aux variables : et x , la Iroi- 
1 X et et sH’on a toujours égard è la formule (7), 

d't , rf* 1 rf* t , rf* 1 

dx> ^ dz> 

djf* dx* 

d*€ 

d*t 

lÿ-°’ 

dt* 

>») 



ft. 

II 

0 

— — b 

dt 

dx 

— „c. 

adx ùdjf ’-\~cds 

I 


A désignant des quantités constantes. On peut donc énoncer la proposition 


(. 5 ) 

(iG) 

a , b , c , 
suivante. 

TnâORÊiiE. Si un eorpa tolide ou fluide vient >V changer de forme , de manière que la 
condensation ou dilatation linéaire reste très-petite , et soit la même en tous sens autour 
de chaque point; celle diLilation nu condensation ne pourra être qu’une fonction linéaire 
des coordonnées x , jr , r . 

La valeur de > étant déteriiiinéc par l’équation (iG) , on déduira sans peine les va- 
leurs de e H a do la furmule (7) combinée avec les équations (6): et, comiiie 
celles-ci donneront 
, , d'i d'I d, 

on trouvera 

ç = (flx-f /^ + rr + i)x — :a(x* 1 ') hy — gt 1 , 

a=(ox-f + — — Ax + m, 




JLL 

djtil 


: O , 


etc. , 


(. 8 ) 

î = (ox -f A/ 4 - rs + *) t — : r (x • + 7- • + 1 » ) + gx — /> ■ 
f < P t 4 , t , m , n désignant encore des quantités constantes. 
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SUR DIVERSES PROPOSITIONS 

11EL4TIVES A I.’ALtiÈBRE ET A LA THÉORIE DES NOMBRES. 

en*™- 

De» recherche* entrepriie» sur la résolution des équaiioDS hinoines m’ont conduit à 
reconnaître qu’il existe des relations dignes de remarque entre les quantités désignées dans 
la théorie des nombres sous le nom du racines priiiiiliTos et il'autres quantités que ren- 
ferment les produits de certaines expressions algébriques. D’ailleurs l’analyse par laquelle 
je suis parvenu è découvrir ces relations m’a oflert le moyen de résoudre facilement cer- 
taines équations indéterminées , et m’a fourni des théorèmes qui paraissent mériter l’atten- 
tion dos géomètres. Je consacrerai plusienrs articles au développement des principes sur 
lesquels repose cette analyse. Mais comme ce développement exige ta connaissance pré- 
liminaire de diverses propositions relatives li l’algèbre et h In théorie des nombres, je com- 
mencerai par établir les propositions dont il s’agit. J’indiquerai en même temps plusieurs 
conséquences nouvelles que l’on peut en déduire. 

Soit n un nombre entier quelconque. Je dirai que les quantités entières , positives ou 
négatives, h et k sont iquivaUnta suivant le module n , lorsque la dilTércnce 
h — k ou k — h sera divisible par n , et j’indiquerai cette iquivalence , nommée 
congruence par M. Gauss , à l’aide de la nutation 

k^k (mod.«), . ■ 

employée par ce géomètre. Cela posé , si l'on vérifie la formule 

.(i) a-x" + «la:""' + + ® » (wod.n) 

dans laquelle m désigna un nombre entier, et a,, a, , ... a,._, , a„ des quantités 
entières, en attribuant i x les valeurs entières 

x = x,, x = x,, etc.... 

on la vérifiera encore en prenant . 

xxxx.zh ni, x = x,dznj, etc., 

IV." SHHiE. *9 
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t , j ilt'iign.inl des liOinbrcs euliers, ou , eu qui rcvu'iil au môme, en prenant 

etc.; 

cl X, , X, seront des racinta de la Ibrinule (i). Mais deux quelconques de ces 

racines, par exemple, a*, , te, m? seront considérées conune distinctes t|ue dans It; 
cas nii elles no seront pas éqiiivaleiilcs suivant le module n . Ajoutons que les nota • 
lions 

A, etc.., 

représenteront les valeurs de x propres a vérifiur les furmulcs 
Itx=lt,. Ae’x — /«', etc. 

Soit maintenant p un nombre, premier quelconque. .le dirai , avec M. Poinsol . que 
i est une racine primitive de l'équation 

(s) ®" =3 I , . 

et r une racine primitive de l’équivalence 

(5) (mod.p) , 

lorsque o" sera l.a pins |ielitc pnifsaiice de qui se réduise h l’uuilé, et r" la 
plus petite puissance do r équivalenio à l'imilé S'iiviint le niudule p. Ces déiiui- 
I lions étant admises, on établira sans peine, sur les racines des équations et des équiva- 
lences , les propositions suivantes dont la plupart él. ient dejé connues '. 

1 ." Tui'OBKMB. A'tficn* m un. nombre cmicr, p un Hombre premier, H <i, , a,. 

«, .... ti., lie) quantités entières, l.a formule 

(4) n.x"' + + ••• + + “« EE e . (mod./i) 

n admettra Jamais plus de m racines distinctes. % 

Dcmonsiratlon. Kn ellcl, soient x, , x, x., , m raciiii s dUliiicles -I • la for- 

mule (4). ün aura identiquement 


‘ On peut cansulb-r, S ce sujet , divers MeoKârrs dernier et de Lagrange i 1‘uusiage de M. (iauss , ialitiitd : 
OinfuiMitioitei Arithmtiictt ; la Xbeviie des noudirea de M. Legendre ; un trsvsil de M. IVinn.l , insdre dans le 
^ lame t des .Mdmuirc» de l'Acatldmie des Sciences , il les .ttdnn ires ile inalIrSinaligues publids psr M. Guillsurac 
Mbn. 
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■ ^ O , (mod.;)). 

Kn siibstiliiunt In Toleurde , tirée de celle dernière éguivalence, dans In formule ( 4 ), 
on trouvera 

• ( n.x" -f rt.a:— ’ + +o„_,®4-a„ 

(S) 

I =r u,(®" — =*■*"') + — X,"-') + ... — a-.) = P,{x — ar,) . 

P, dévignaiil un polynôme qui aura pour premier Icrine le produit a,x”~' , et qui 
s’évanouira pour x = x, , pour x = Xi , etc. On trouvera de iiifine ^ 

(<•) X.)P. . /*. = (X — Xi)Pi, c\c. , P„=[x — x^)P„ , 

P, , Pi Pm-, , Pm défignanl des polyuomi;> dont le» premiers ICTincs seront 

a,x'"~' , a.x"~’, ... rt.x , a. , en sorte qu’on aura simplement 

( 7 ) = 

D'nilleurs, en vertu des formules ( 5 ), (G) , (7), on aura, quel que soit x, 

(8) «.x™ 4- «.x'-'H- ... + a„_.x + a„ ^n.(x — x,)(x — x.) ... (x — x,) . 
Donc, l’équivalence. ( 3 ) pourra s'écrire comme il suit; 

(0) , a.(x — x,)(x — x.)(x — X|)...(x — x,)=o. 

Or celle dernière ne, peut être vérifiée qu’nniant que l’on prend 

x~x,. ou x|=^,,... ou xEH^~- 

Corollaire. La formule (8) devant sidisijlor, quel que soit x , entraîne évidemment 
le» suivantes 

( a, ^ — a.(x, 4-x, 4-... . (mod./j) 

a, = a.(x,x, 4 -x,xj4-... + x,x„4^.3-i 4-”- 4- 4- ••• • 

0 ") 


lorsque le nonihre m ne surpasse pas le module p. Alurs en elTel, si les conditions 
(10) ii'étaienl pas remplie», la formule {8) , dan» laquelle le S' con l membre, développé 
suivant le» puissances de.scendanle» de la varialib; x , a pour premier terme a„x"', 
se réduirait îi une équivalence d’un degré inférieur b p , et pourtant celle équivalence 


etc. 


a« ^ ± a.x, X, ... x„ , 
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devrait admettre autant de racinei que la division d’un nombre entier par p peut 
lijurnir de restes diflerents, c’csl-il dirc , p racines distinctes. Or cette conclusion no 
s’accorderait pas avec le théorème i". 

Scholic. Lorsque réqualion (i) est du premier degré ou de la forme 

(il) «.aj + o, ^o, (mod.n) 

elle ne peut admettre qu’une seule racine, et elle on ndinel toujours une, ropréscnléi' 
jiar la nolnlion 



excepté dans le cas oii la fraetten — , réduite h sa jdu.s simple expression , conserve 

rail un dénominateur qui ne serait pas premier h n . En effet , l’on pouirn'lniijours 
trouver des noiuhrcs entiers x et y propres ii vérifier lu formule 

(l5) n,a: + Oi = F 

ti moins que cl n ne soient simullanémeni ditisihles par un nombre qui ne divi- 
serait pas n, . 

a.^’fiiéoRévE. Supposons que la formule (4) admette m racines dislineles. Soit H'ait- 
leurs /’ un polynôme qui divise exactement le premier membre de cette formule. Ix 
nombre des racines distinctes de C éi/uivaUnce 

(14) f*“ 0 , (mod.p) 

sera précisément égal au degré du polynôme* P. 

Démonstration. Soit Q la quantité qu’on obtient en divisairt par P le premier 
membre de la formule (4). Celte formule pourra s’écrire cumme il suit 

(15) PQ^oi (mod.p) 

et par conséqiieul cbacune des racines xszx,, x = x, vérifiera l'une 

des éqiiivnlcuccs 

(iG) /’ = o, <> = o. (mod.p) 

Suit d’ailleurs p- le degré du polynôme P. m — fi sera le degré du polynôme (/ , 
et comme le nombre de celles des quantités x, , x x., qui satisferont h la se- 

conde des formules (lO) ne pourra surpasser tn — p , le nombre de celles qui salis 
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( **' ) 

rerciil il la première no pourra devenir inférieur h Donc ce dernier nombre sera 

nécessairement égal au degré p du polynôme P. 

5 .* Tnéenè»*. 5 ui» p un nombre premier quelconqut. I-a formule 

(17) = (mod./i) 

admettra p — 1 racinet ditlinctet , respectivement iquiratcnles aux nombres entiers 

(i«) I, a, 5 ....p — I, 

Démonstration. En eOcl, si l'on prend pour x un quelconque de ces nombres en- 
tiers , on Irniivera 

(• "+■ •r ~ (® — (mod.p) 

et par conséquent 

xf — 3 !~{x — 1)'’ — (a: — — *)'’ — (® — *)E etc... = — a = i'' — lEo, 

* 

nu , ce qui revient au même , 

x{x>’~' — 1 1 — O ; 

et, comme x ne sera pas divisible par p, on en conclura 
(19) x'’— ' — 1^0, (mod.p). 

Le théorème compris dans la formule (17) ou (19] est dû è Fermât. 

Corollaire, Comme , pour faire coïncider la formule ( 4 ) avec l’équivalence (17), il suBit 
de prendre 

m = p — 1, a, = 1, a, = o, a, = o , a„_, = 0 , a„ — — 1, 

on aura , en vertu des formules (10) et du 5 .* théorème, 

+ + (mod.p) 

1. a 4 i. 3 .t-... + !•(/> — i)+a .3 + ... + a.(p — i) + ... + (p — a)(p — i) 5 <>. 
etc 

i.a.5...(p — a)(p— i)EE— !• 

I.a dernière des formules (ao) peut encore s’écrire ainsi qu'il suit 
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( ISl ) 

(ai) — i){p — 0 + ' EE O . 

<-t cnaipicnd le tliùui êluc du WiUon. 

/(.* TiléonêMl!. Sou p un nombre premier, el n un divitciir de p. In for- 
mile 

(3) (inod./i) 

itdnicttro n racines distinctes. 

Démonslrntion. Soit 

(sa) p — I r= no- . 

Le binôme 

(u5) xP-' — —i 

fera divisible par le binôme 

x" — I. 

Donc, iiuisquc la formule (ig) admet p — i racines ditliDCios, l'équivalenre 
(*4) *" — 1^0, (mod./)) 

on la furimilo (3) , admettra n rnuines dislincles, en vertu du ihénrêine 3. 

S.'Tukoubiie. -S' oient m, n deuxnombrts entiers quelconques, o leur plus p,rand 
commun diviseur, el q un nouibre premierou non premier. Toute racine commune 
des deux équations 

(îj) a!~ =r i 1 

viri fiera encore l'équation 

(aC) *“ = 1 ; 

et toute racine eommune aux deux'équivatences 

(*7) a:’" ^ I . (niod.ç) 

vérifiera encore la formule 

(s8) (rnoil.r/). 

Démonstration. «» triant le plus grand commun diviseur de m el de. n , on pourra 
trouver des qiianlitds cnlibres u et r propres .i vérifier la condition • ' 

(■jÿ) mu — nr M . 

Cela po.sé, on tirera des équations (s5) 


Digitized by Google 


( ) 


.('*• — 1 - .t”- . 

OU 

i) — O » 

|)i)r con.<»ç(|U('til 

(an) x" — 1 = O ; 

et firs riuiiml» (27) 

x""' = I ^x"'\ (niml.^.) 

ou 

x”'" — x'" ^ x" (x“ — 1) Hü <» • (lUOil. <i) 
par couséi|uriU , * 

(âl) x“ — (muü.7). 

Or iVqunlion (âo) coïncide «vec i’équelioo (aO), cl In forniiilo (âi) a»cc In roriiiiilv (vfi). 

Corollaire. Comme toute racine non primitiTC i!c l’équation (s), ou de réquivaleuce (à) 
dans laquelle ;> désigne un nombre premier, vérillcra une autre équation de la forme 


ou une équivalence ilu la rorme 


X™ = 1 , 


X'" ^ I . (mod.p) 


m étant < n , . il suit du théorème a qu’une semblable racine devra encore téiHirr 
réqiiatioii 

( 3 s) x'*" ï= 1 , 

on l'équivalence 

t ( 33 ) *" rE I • . (mod. p) 

U étant un nnnilire entier, diviseur de n, maii inférieur b n. Donc, si l'équation 
(s) nu ré>|uivalencc ( 5 ) admet des racines non primilivea, autres que l’unité, n ne 
pourra être un nombre, premier. 

f).* TnéoRèsK. Soit n un nombre entier qtteloonijuc. l.^rjuatioa 

(s) X- = I 

admettra autant d- racinri primitives qu'il y a tic- nombres entiers premirr.i à n , 
mais inférieurs à 71 ; et , si l'on suppose 
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(54) 


I = a‘b^e'> ... , 


n , b , r... tianl Us ficteurs premiers de n , chaeiine des rucines primitivis de l'i- 
qualion (a) sera le produit de plusieurs fadeurs u , v , w qui serviront de ra- 

cines primitives aux équations 


(35) 


1 , = I , clc — 


Démonstration. Si n pst un iiomliro premier, loulos les racines de r<.W|ualiiin (a), 
aulres que l’unilé, seronl primilive», en vertu du corollaire qui précède. Le tioinlire de ce» 
r.aeines priniîlives sera évideninienl n — i. 

Si n est une puissance d'un nombre premier «, c’est è-dirc de la roriiie 
(36) n = n‘, 

alors toute racine non primitive de l’équation (a) , ou 


(5?) 

vérifiera l’équation 
(58) 


a: = 1 , 


X = 1 , 


puisque tout nombre diviseur de a*, mais inférieur ii a», divUera nécessairement 
a*-’. Donc les racines non primitives de l’équaüon (a) seront alors en nombre éjtal i 
O*-'. Los racines restantes , dont le nombre aura pour mesure la différence 


(39) 


= (a — i) = n^i— 


.seront toutes primitives. 

Si n n’est pas un nombre premier, ni une puissance d’un nombre premier, on pourra 
décomposer vi en deux facteurs h.k premiers entre eux , et, pour vérifier l’équa- . 
tion (a) ou 

(4o) x“=l. 

il suflira de prendre 

(4.) 

J , î étant des racines des deux équations 
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(4.) ' r‘='- (43) =*=<• 

J’ajoute que, ti dans la formule (4>) on aubsliluo aacceMiToiDCDt k y loutet let racines 
de l’dquation (4i) , ot à t toute* les racines de l’éqaation (43) , on obtiendra toutes le* 
racines de l'équation (4o). En ell'ot, le nombre de* racine* de l’équation (4a) étant é|çal 
h A , et le nombre des racines de l’équation (43) égal à 3 , le nombre des valeurs 
do X , déduites de la formule (4>) • sera égal au produit hk, c’est-ï-direau nombre 
des racines de l’équation (a) ou (4o) ; et d’ailleurs il est facile de s’assurer que ces valeurs 
seront toutes distinctes les unes des autres. Car, si l'on désigne par y , , y, deux racines 
de l’équation (4a) , par s , , deux racines de l'équation (43) , et si l’on suppose 


7.*.=7.a. . 

on en conclura 


Zl — Il 

J". »> 



et, comme on aura d’autre part 



il est clair que le rapport — sera une racine commune des deux équations 
J'» 

X* = I , œ* = 1 i 

par conséquent la racine unique de l’équation 


■ as rî= 1 , 

puisque A et A n’ont d’autre commun diviseur que runité. On trouverait donc alors 

r 1- 

r.=y.. 

et de même 

' • ' ' *. = *.. 

Donc Ica valeurs de as fournies par l’équation (4i) > et correapondantei A des sys- 
tème* divers de valeurs de y et de a , seront toutes distinctes le* une* de* autres , 
ei respectivement égales aux diverse* racine* de l’équation (4o). 

IV* Aiiiiéa. 3o 
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Eofin il 0(1 clair que le proddit yz aéra une racine primitire de l'équalion (4o ) , 
lorsque y,t seront des racines primilirea des équations (4i) . (4 *)•£■> «flel, soit m 
le degré de la plus petite puissance de yt qui soit équivalente & l'unité. Comme le 
nombre m devra diviser le produit AA , on aura nécessairement 

m = j< , 

s désignant un diviseur de A , et l un diviseur de A. De plus , en élevant 
chaque membre do la formule 

(44) • (yty = 1 , 

é la puissance entière du degré y > on en tirera 


et par conséquent ^ 

(45) = r„ 

. 1 , , . 

Or les formules (4a) , (45) devant subsister simultanément, et s étant le plus grand 
commun diviseur des nombres A et lA , on en conclura 


(46) y‘=i. • 

Ün trouvera de même 


(4j) 


Donc la formule (44) entraîne les formules (46) et (47). D’ailleurs , si y et s sont des 
racines primitives des équations (4*) et (43) , les exposants s , t dans les formules 
(46) , (47) ne pourront devenir inférieurs , le premier au nombre A , le second au 
nombre A. Donc alors la plus petite valeur que l'on puisse attribuer b m sera 
m = Ak, et par conséquent x sera une racine primitive de l’équation (4o). Ajoutons 
que , si les facteurs y, - ne sont pas tous deux des racines primitives des équations 
qu'ils vérifient , le produit yt ne sera pas non plus une racine primitive de l'équation 
(■'io) , puisqu’en supposant remplies les deux conditions s < A , ( < A , ou l’une d’entre 
clics , on pourra des formules (46) , ( 47 ) déduire immédiatement la formule (44) , dans 
laquelle on aura it < AA. , 

* ul .. ’i 1 

Soient maintenant a, b, c,... les facteurs premiers de n, en sorte qu’on ait 




1'. . ia , 'sit=«*4 

•M' . f - i ' . . . "-t 

D’après ce qu’on vient de dire, on obtiendra les racines primitives de l’équation 
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maltiplUot celles de l'équalion (3y) qui sont en nombre /gai à a* “'(a — i) par celles 
de l'équation 

X = I , 


De même , on obtiendra ces dernières en multipliant celles de l’équation 



qui sont en nombre égal è b^~'{b — i) , par les racines primiliros de l’équalien 


X = I , 


En continuant de la même manière , on finira par reconnaître que chaque racine pri- 
mitive de l’équaüon (a) est le produit de plusieurs facteurs u , v , w qui servent 
de racines primitives aux équations (35); et, comme les produits de celte espèce se- 
ront tous distincts les uns des autres, il est clair que le nombre do ces produits, ou 
l’expression 

(48) Ar = a— 1)(6 — i)(o — = — ÿj... 

indiquera précisément le nombre dos racines primitives de l’équation (a). ^ 

Si dans le produit u , v , n> , ... on faisait entrer successivement tontes les racines 
primitives ou non primitives des équations (35) , on obtiendrait évidemment pour ré- 
sultats toutes les racines primitives ou non primitives de l’équation (a). 

Scholie I." Soit f une racine primitive de l’équation (a). Les diverses puissances 
do f, d'un degré inférieur è n, savoir, 

(4g) S' = l, p, p’, p’, .... p"-’ 

seront évidemment des racines de la même équation. De plus ces racines seront distinctes 
les unes des autres. Car, si l’an suppose 

p' = p", 

m étant inférieur è n , et / égal on inférieur è m , on en conclura 

p— '=1, 
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par conaéqucDf m-i-{=o,oum={, puiaqiM, p éUnl raçtne primitire , aucune 
puistance de p , d’un degré difieront de léro , et inférieur k n , n’aura pour valeur 
l’unité. Donc la suite (49) comprendra toutes les racines de l'équation (a). Do plus, si les 
nombres n et m < n ont un commun diviseur » ^ 1 , alors , en prenant 

x = p", 

ntl Téridera nun-seulemcnt l’équation (1) , mais encore la suivante 

. JL 

a: “ = I, 

et par conséquent <c = p’” ne sera pas une racine primitive. Donc les seules puissances 
de P qui pourront servir de racines primitives k l’équation (s) seront celles qui offriront 
des exposants premiers k n. Il est d’ailleurs facile de s’assurer que , si m est premier 
k n, x = f’’ sera une racine primitive. Alors, en eflèt, ai l’on désigao par 

x' = p"' 

la plus petite puissance de æ qui te réduise k l’unité, le plus grand commun diviseur 
de ms et de n sera le même que celui de s et do n. Or, en vertu du théo- 
rème 5 , la puissance de p , dont l'exposant sera égal k ce plus grand commun divi- 
seur, aura pour valeur l’unité: et, puisque p est une racine primitive, l’exposant dont 
il s’agit ne pourra offrir un exposant inférieur k n. Donc la plus petite valeur qu’on 
piijfte attribuer k s doit être divisible par sa , et no saurait différer de s = n ; 
d'où il résulte que x = p" sera , dans l’bypotbèse admise , une racine primitive do 
l'équation (a). 

Seholie s. Puisque les diverses racines primitives de l’éqnation (a) sont rospectivetneut 
égales aux diverses paissances de p dont tes exposants sont premiers k p mais in- 
férieurs k n , l’expression (48) indique certainement combien il y a de nombres en- 
tiers, premiers k n , et plus petits que n. C’est , au reste, ce qu’il serait facile de 
prouver directement. 

7.' TnkohÊiiB. Aotent p un nombre premitr qutieoni/ue, et n un nombre entier 
diviteur de p — 1 . L’équtvalenee 

(i) x" ~ 1 (mod. p) 

admettra aulatU de racinet primitives qu'il y a de nombres entiers premiers à n , mais 
inferieurs à n ; et , si l’on suppose 

( 54 ) n .= ... , 
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iteuuU* faettun de •ekaewee du raciau ^imtiivu de 

Ciqaivalenee (3) ura le produit de plutieuri faeleurt u , v , w , qui «rvnVKt de 
raeinu primitiva «uæ iquivalencu 

a“ A* 

(50) «=>. »=«. B>— 1 . etc... (mod.p.). 

Démomtration. Pour établir le théorème 7 , il suffit do remplacer) dans la démons- 
tration que nous arons donnée dn théorème G, lo sigâo^ == par le signe = , en 
prenant le nombre p pour module. ■ ' ' . 

» ■ a > . . ’ » • s' . 

Scholie. Soit r une racine primitive de l’équivalence (3). Les diverses puissances 
de r d’un degré inférieur b ss , savoir 

(51) r* = i. r, r’, r>, 

4 1 'ir» , ; 

seront évidemment des racines de la même équivalence. Do plus ces racines seront dis- 
tinctes les unes des autres. Car, si l’on suppose 

r' = r" (mod.p.), 

. I . . . . . 

m étant inférieur k n , et ( égal ou inférieur k m , on en conclura 

(mod.p.), ^ 

par conséquent m = t. Donc la suite (5i) comprendra toutes les racines de la formule 
(3). De plus, si les nombres n et m < is ont un commun diviseur u > 1 , alors, 
en prenant 

* = r" (mod.p.), 

on vérifiera non-seulement la formule (3) , mais la suivante 

■ 

(mod.p)^ 

et par conséquent x = r'“ no sera pas une racine primitive. Donc les seules puis- 
sances de ’ r ’qui pourront servir de racines primitives k la formule (3) seront celles qui 
offriront des eiposants premiers k n. Enfin, comme le nombre des racines 

primitives est précisément égal su nombre des puissances de r qui offrent des expo- 
sants premiers k n mais plus petits que n , on peut affirmer que chacune de cet 
pubsanccs sera une racine primitive. C’est d’ailleurs ce qn’il serait facile de prouver dir 
Toctement. 
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SehoUe i. Lorsque n devient égal k p — i, ks racines primiliTcs de réqnin- 
lence (5) réduite k la forme 


(mod.p.) 


sont ce qu'on appelle les racines primltires du nombre premier p , Cela posé , on 
trouTera toujours , pour an nombre premier p , autant de racines primitives qu’il y 
aura de nombres premiers k p , mais inférieurs k p. 

8 .* TnioaiaE. 5oten< f uns racine primitive de Cigualûm (t), r une racine 
primitive de Cûiuivalenee [i) f et •> un diviseur entier <ie n. Le» deux formule* 

A ' 

(5s) *"=i, (55) «" = 1 (mod.p) 

si 

nuranl pour racine* le* puUtanee* de p et de r, dont le* expotant* seront multi- 
ple* de ta , et pour racine* primitive* celle* de* même* pui**ances dont le* expo*ant* , 

divi*i* par o , donneront pour (/uotienti de* nombre* qui *eront premier* à — . 

Démon*tration. En elTet, dans l’hypolhise admise, le* différent* termes compris dans 
la suite 



et dont le nombre est — , seront autant de racines distinctes de l’équation (5s) , tan- 
dis que les différents termes comprit dans la suite 



seront autant de racines distinctes de l'équivalence (53). Déplus, m désignant un 
des nombres entiers o, i, s , 1 , p’"" deviendra une racine primitive de 

réquatSon (5t)* et r une racioc primitive de l’équivalence (53)» ai ^vnn eit lo 
pUii petit multiple de m» qui soit divUtLle par n , par coniéqucnt ti m eit pre- 
n 

micr a — . 

M 

9.* ToiositiE. Le* mime* cho*e* étant po*ie* que dan* Ut thioréme* 6 et 7 , ditignon* 
par 
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fl » n , n , 


(es termes positifs , d par 

•— Mi y — fis 

te termei nigattf$ ^ue prisenU le tUveloppemtnt du produit 

*="(— 7)(— tK'-t) 


(56) ' 

Faitons itaillâurt 

(57) 


(x»-)(x<--.)(x-»-.)... _ 


X sera une fonetion entiire de x , et Ut deux formatée 

« 

(58) ^ = O , 

(5g) X^o (mod./i.) 

auront pour racines, ta première. Ut racines primitivet de CiquaUon (s ) , ta tteonde 
les racines primitivet de Ciquivalenee (3). 

Démonstration. Comme . en déreloppant le produit S , on trouTera 
(Go) iV = n_-----_... + - + - + ... + _ + ...___etc. 




00 en coDclura 

( 6 .) 


U..)Ut..)(A.)...(A.L 


Cela posé , soit p une racine primiiire de réi]Uation (a) , et r jine racine primitire 
de l’équation (5). Chacun des binômes • ■ • ‘ , i a. I 

a a a a a “a a ' 

(6a) as"-i,a*-i, ** - 1 x I , x“ - 1 x^-i 1 ,.. 


sera égal au produit de quelquea-uns des facteurs linéaires 


(63) 


*_p, i — P*, — p« 
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«t de plus équivalent, suivont le module p , au produit de quelques-uns des fucieur* 
linéaires 

(C4) X — 1 , X — r, X — r‘, ... X — r"“'. 

D’ailleurs m étant l’un quelconque des nombres entiers 

• ■ ■ V .. ■ 

O , ■ 1 , a , n — I , 

la facteur linéaire x — p", divisera seulement le premier des binômes (Ga),si (.p*" 
est une racine primitive do l’éqdation (a).‘ Le même facteur divisera les deux binômes 


X* — 1 , — r , 


lorsque p” sera une racme de l’équatioa a>" = i> 11 divisera les quatre binômes 


x« — I, X*— I,' — I, — ; 


lorsque p" sera une racine de l’équation x etc. , et généralement il divisera tous 
les binômes dans lesquels les exposants de x seront égaux aux termes que présente le 
développement du produit ' ' 

’ f)’ ““ 

(65) < ou n [i - -i j (, _^) . ou n _ .1) (. - .1) : ... ou n(. _ -i) (i - -Ij. ... 

^ |)(i-7); etc 

' 

lorsque p” sera une racine de l'équation 

•(.l‘ /i-<T lui'j! t -Miiil h , ( .iùi): i :-{• ..vtlimiii, - Ji 51 v-U* JiiSi .biuq -’i 

f • x“ = i, OU X* = I, •. ■ 


( 66 ) 


ou 


«te... 

Œr.-i. »b .1 ■■ui*l,'' I.! !•• !■•- 

on «"• = 1, etc...,* 

••• 

OtCt,*«s-y 


a 

V. 
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c’esl-è-dire , lorsque le nocubre tn sera multiple de a , ou do b , ou de c , ... . ou 
de ab , ou do ac , ... . ou de be , ,,, , ou do abe... D’ailleurs, comme, dans le dére» 
loppoment de chacun des produits que nous venons d'indiquer, le nombre des termes 
positifs est précisément égal au nombre des termes négatifs, il est clair que le facteur 
linéaire x — f" divisera généralement, dans le numérateur do la fraction que renferme 
la formule (6i), autant de binômes que dans le dénominateur. Donc , en général , ce fac- 
teur disparaîtra , si l'on réduit la fraction dont il s’agit b sa plus simple expression. On doit 
seulement excepter le cas où p", cessant d'élro racine d’une ou do plusieurs des équa- 
tions (66), deviendrait racine primitive de l’équation (a). Donc la valeur de A', dé- 
terminée par la formule (6i) , sera égale au produit de ceux des facteurs (6ô) qui répon- 
dent aux racines primitives de l’équation (s). Donc X sera une fonction entière de 
X , et l’équation (58) aura pour racines les racines primitives de l’équation (a). 

Si, dans la fraction que renferme la formule (6i), on remplaçait chacun des binômes (6a) 
par le produit équivalent de plusieurs des facteurs (64) , Cette fraction , réduite b sa plus 
simple expression , serait le produit de ceux des mêmes facteurs qui répondent aux racines 
primitives de la formule (5), On en doit conclure que l’équivalence (5y) aura pour racines 
les racines primitives de l'équivalence x°=i (mod.p.). 

Corollaire i.** Si l’on fuppose que le nombre n se réduise b une puissance d’un 

certain nombre premier a , en sorte qu’on oit ' ' 


(35) n = a-, 

on trouvera 

"(’-r) "('-i) ï - 

( 67 ) Xx= — = x 4-...+X -1-1. 


Par conséquent l’équation (a) aura pour racines primitives les racines de l’équatiiv' 


(68) 


"{- 7 ) "(- 7 ) 7 


et l’équation (3) aura pour racines primitives les racines de la formule 


( 69 ) X 

IV*. AsaéB. 


"('-7) "('-7) 

-t-x 


-f.., -J-x (mod.p). 


3i 
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Corollaire t. Si n ed le produit d'une puÎMOoce du nombre premier n per une 
puitsance du nombre premier b , en aorte ç|u’on ait 


(?o) 




les racines primitives de l'équation (a) et de l'équivalence (3) sc confondrout avec les 
radoes des deux formules 


(7‘) 




' = 0 , 


(7») 




— O, (mod.p). 


Corollaire 3. Si n est de la forme 
(73) B = a*i^e^, 

les racines primitires de l'équation (s) et de réqaivaieiiee (5) se confondront avec les 
racines des deux formules 


(74) 


(75) 


1 

II 

'U,)i 



{.K 

(/-.) 

K.i--.) 

U,)i 


(A,) ■ 

'(A.) 

{.K 

K.--.) 


l(A,)- ■ 


0 , (mod.p). 


fJoroffaire'4> Soient p un nombre premier quelconque , et a, b, e , ,,, les fac- 
teurs premiers de p — 1 , en sorte qu'on ait 

{76) p — i .... 

Les racines primitives du nombre p se confondront avec les racines de l'équivalence 


(77) 


Dans les binômes que renferme le premier membre de cette équivalence , les eiposants 
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<ic X soat retpeclivcmeut égaux aux valeura numérique* de* terme* que prêtent» le 
développenirnt du produit 


('») 




P-i P-' P-i , , P-' , P-> . . P-* . 

(;>-■) — ^ 1 


p-i 


abc 


■ etc. 


Exemples. Puisqu’on trouve , en prenant p — i, p — i=:t, a = i , 
en prenant p = i , p — i = 4> u = *. 
en prenant p = j , p — 1 = 6, a=* , 6 = 3, 


eu prenant p — t\,p — i = io, a = i, 6 = S, 
en prenant p=i3< p — i = ia, a = a, 6 = 3, 
en prenant p-=.\-j, p — i = i6, it = «,* 

(p_,)(, _l) = ,c(i — -i) = t6 — 8, 

etc . * 

et que l'on a d'ailleura 


Digitized by Google 



r*56 ) 


X*- 1 


= 1 + 1 , 


T>- I 


= *•+ I , 


(x®-i)(*-i) X*+l 

(x>- l) »+l 

(x“-i)(x-i) ; 


:æ’ — ®-|- I , 


. = *< — X* + X* — x+ I, 


(x*-i)(x»-i) x+i 

(x.«-)(x--l7 ,6-f. _ 

(x«-i)(x4-i) — »•+, — ® ® +'. 

t'®- 1 


X*- l 

etc 


*' + I, 


on peut affiriner que le« racines primitives de 3 se réduisent à la racine unique de 
l'éqnivaleocc 

(79) *+1 = 0. (mod. 3 ) , 

que les racines primitives de 5 coïncident avec les racines de l’équivalence 

(80) *’ + >=o, (mod. 5 ), 

les racines primitives de 7 arec les racines de l’équivalence 

(81) ®’-7» + i = o, (mod. 7). 

\ 

les racines primitives de 1 1 avecYes racines de l'équivalence 
(8a) ce* — X* +*’ — * + + I =0 , (mod. ii), 

les racines primitives de 1 3 avec les racines de l’équivalence 
( 85 ) x< — x’ + i = o, (mod. i 3 ), 

les racines primitives de 1 7 avec les racines de l’équivalence 
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(84) »* + i^o, mod. 17), 

ekc 

On Irouferait du Diémn que les racines primitives des nombres 19 , sS , ag , 3 i , 
57 , etc... , se confondent avec les racines des équivalences 

— a:’ + >=o> (mod. 19) , 

*■« — — ®'-i-aî® — aj‘ + ®* — a:* + x’ — ® + > = o, ' (mod. a 3 ), 

x‘* — X'* + X* — x** - 4 " — *’ + •= «». (mod. sg) , 

• x* + ®’ — ** — — x’ + x + ' = °> (mod.Si), 


X" — ** + 1=0, (mod. 37) , 

etc.... 

Il est d’ailleurs facile de s’assurer que les racines primitives des nombres 5 , 5 , 7 , 
■ 1, i 3 , 17, 19, a 3 , ag , 3 i , 37, etc., vérifient les formules iju’on vient d’obtenir. 
En eflet , ces racines primitives . lorsqu’on représente chacune d’elles par un nombre 
renfermé entre les limites o , /> , sont respectivement 


pour p= 3 ... a , 


p= 5 . 

.. a , 

3. 



p— 7 • 

(■ 5 . 

5. 



p=ii . 

■ • a , 

6, 

7 . 

8 

p= li . 

.. a. 

6, 

7 . 

1 1 

II 

VI 

.. 3, 

5, 

6. 

7 

P= '9 • 

». a • 

3, 

10 , 

1 .^ 

P = a3 . 

». 5, 

7 . 

10 . 

1 1 

p = ag . 

• a , 

3. 

8, 

10 

p = 3i . 

. 3. 

■ 1 . 

la , 

i5 

II 

CH 

VJ 

• a , 

5. 

i5, 

i5 


10 , II. la , i 4 , 
i4 , i 5 , 


• 4 . 

|5 , 

'7 . 

19, 80, 

ai , 



1 1 > 

14. 

i 5 , 

00 

■ « 

ai , 

, 96 , 

*7 

‘7 . 

ai > 

aa , 

» 4 . 




17 . 

18. 

19. 

30 , , 

a 4 , 

3 a, 

3 ô 


iilles deviendraient 
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( »5« ) 



3 ... 

— 

1 , 







p — 

h ... 

— 

a . 

9 






p — 

7 ... 

— 

2 . 

3 . 







1 1 ... 

— 

5 , 

_ 4 

-3, 

B » 




r = 

i 5 ... 

— 

b . 

— 9 

9,6, 





p = 

17 ... 

— 

7 • 

— 6 , 

— 5 

— 3 , 3 , 5 . 6 , 7 . 




p = 

19 - 

— 

9 - 

— 6 . 

— 5. 

— 4.2.3, 





b 3 *». 

— 


— 8, 

— 6, 

— 4. —3, -2, 5, 

7 • 10 

. Il * 


P — 

*9 ... 

— 

• 4. 

— 11. 

— 10 , 

Cl 

1 

1 

00 

1 

3. 8. 

10, U, 

> 4 . 

P — 

3i ... 

— 

i4. 

— 10 

— 9 - 

7.3, II, 12, |5 

» 



P = 

37 ... 

— 

i 4 . 

— 17 

— 15 , 

— i3 , —5 . — 2 , », 

5, i5. 

i5, 17, 

18, 


si on le* représentait par du qaanlités comprises entre les limites — , ~ ■ On 

aura d’ailleurs évidemment 

a t = O , (mod. 3) , 

** + ' “5* + *=•>> (mod. 5), 

3 • — 3 I ^ 6 ’ — 5 + ' = O > (mod. 7 ) , 
etc 


Il est bon d'observer que le produit ( 78 ) sera un nombre pair, si l’un dos facteurs 

a , ù , c est impair, ou si p — i est divisible par 4- Donc ce produit sera 

toujours pair, excepté dans le cas où l'on supposerait n = 5. De plus, les diiTéronts 
termes, compris dans le second membre de la formule ( 78 ), seront pairs eux-mêmes , si 
P — I est divisible par 4 ■ D ‘uit de ces observations que l'équation ( 77 ] , rMiiite b 
sa forme la plus simple , aura pour premier terme une puissance paire de ai , si /> 
n’est pas égal à 5 , et ne renfermora que des puissances paires de x , si p — 1 
est divisible par 4- D’ailleurs le dernier terme de cette équation sera la valeur du 
rapport 


1 " ^ 

( •- 1 


(» -i) 



/ " 1 

l( - ^ 

il'". \ f JL \ 



1 


correspondante b x —o , c’est-à-dire l’unité. Donc , si Ten excepte le cas où Ton au- 
rait p = 5, 1rs racines primitives du nombre p donneront l’unité pour produit : 
et ces racines pourront être considérées comme deux à deux égales , mais affectées 1 
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«ignés cootrairei, toutes les fois que le nombre p , dÎTisé par 4 • donnera i pour 
reste. 

■ O.* TBioaSiiE. Soietu 

I., ? S—., 5- 

les racines de l’i'quation 

(85) O.®"' . 

dans taquetU a,, a, , a«_, , a. désignent des quantités entières , et tuppotons que 
l'équivalence 

(i) (!,*" + + ... +a«_,œ-f-a« = o , (mod.n) , 

admette m racines dietisutet reprétentées par 

Z, , æ. , ... ®„_, , Z. . 

5oien< d’aillettrt 

F(ï.,ï 

une fonction entière et tjtnilrique de .... 1 > (• > d coefficients entiers ou 

rationnels, et ü Us valeur entière ou fractionnaire de cette même fonction. L'équation 

(86) ' ...U—, U) = ü,| 

entraînera Téquivalenee 

(87) F(z,,x,,...®«.p.i.»-) = t^. (mod.n). 

Démonstration. Les fonctions symétriques de L . L et de 3 ;, , 

Z repeéseotées par 

F(ïi » I ... L.-. I » L.) ®t F(X|, X, , ... I , Xm ) 

peurent être conaid^^ , b première comme une fonction entière des sommes 

?■ +ïi + ... +ï- = — > 

«O 

etc.'.. , 

Ç, î.. e- = ±— . 

*• 
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( *4o ) 

la seconda comme une fonction semblable des quantités que l’on déduit de ces mêmes 
sommes en écrivant partout i aulieude x, quantités qui vérifient les formules (lo) 
et par conséquent les suivantes 

X, + x, +...+a:„ — — — , (mod.p) , 

x,x, + 4-a?,Xj + ... -|-x,x„ + ... + œ _,x.. — — , 

Oa 

ClC... a 

,<»m 

X, S, * a a « , X„ ZIZ — • 
flo 

Or il suit évidemment de cette remarque qu’en omettant les multiples do p on trou- 
vera pour la fonction 

F(x,,x,, ... x„_,,x>) 

une valeur numérique entière ou fractionnaire précisément égale è celle de la fonction 

F(ï., ...... S— .,{»). 

CoroUaire i.** Si, après avoir posé l’équation identique 
(90) + = — Ç.)(x — {,)•••(* — U) , 

on différencie par rapport à x les logarithmes des deux membres , on trouvera 

• al 

. . (m- 1) a, X"-» s- ‘ J. ’ * 

a,x~ + o,x“-‘ + ... + a„_,x* + a„_,x + a„ x-J, x-{. ”* x-|„ ’ 



puis on en conclura , en supposant æ > 1 , 

ma„x'"“' + (m- i)a,x“— > + ... + aa„_,x+a,_, 


( 9 ») 


+(«. + ï. 4 .... 4 U) ^4(«.’4?.’4... 45,’) ^4(5.>45.»4...45,’)-^ + etc. 


Donc , si l'on représente par 

(9-) T + F + ^+S + '-"=-’ 
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( »4« ) 

le développement du premier membre do la formule (gs) suivant les puessanre* ascen- 
danles do — , on aura 

X 

[ », 4- SC- + ••• +*- = *•. 

ae.'4-x,* 4-. ..+*„*= »j , 

\ etc 

et géaéralemcai , l étant un nombre entier quelconque , 

®,' 4* 4- — 4- = «!• 

Cela posé, il résulte du théorème lo que l'on aura encore 
(gS) x,'4-x,‘4-... 4-a:„'^*, , (mod.p). 


T'. 


Corollaire i. Le lo.* théorème pourrait devenir inexact, ainsi que les formules (lo) 
et (8g) , si le degré m de l'équivalence 


(4) 


+ ••• 4-»«-i®4'<t« = o , (mod.p) 


devenait supérieur b son module p, ou ai Ce module cessait d’étre un nombre preiiiirr. 
Corollaire 3. Si l’on réduit le polynôme 


au binôme 


a.œ*' 4* a,®"—' + «.• 4* •* 



— 1 (mod.p). 


les formules (85) et (4) deviendront respectivement ' ) «if. 

(gC) *-=i, (g;) 

On trouvera d'ailleurs 

m . a, , a, , »5 . . mx"-‘ i» . m , m 

r4 "— t4- etc. = 1 r — 1- + etc. , 

X X* X* X^ x"*-l X * 

et par conséquent 


(98) 


s, —0 , 

0 

11 

... s«_. = o, 

s^ = m 

*»+. = o. 

0 0 

• •• 0 1 

= m 

^l«+« 0 P 

e^+, — 0. 

... Ss«_. = 0, 

Sj« = m 

etc 





IV.* Anskt. 
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( s4» ) 


0» aura floue 

(99) i, = m 

loulv» les fois que l sera multiple de ni , et 
( 1 00) *, — o 


dans le cas contraire. Cela posé, on déduira immédiatemcnl des formules (99) et (100) 
les propositions siiiranlcs. 

1 1.* TBéonKUF.. Im somme des puissances du degré I , pour les racines' de Céquation 
{i) 6 ), est égale au nombre m ou à zéro, suivant que l est ou n'est pas multiple de m. 
I 3.'ft'af:on£uR. Si l’équivalence binôme 

(97) 3 !"=i. (mod.p) 


admet m racines distinctes, la somme de leurs puissances du degré l sera équi^ 
valente, suivant le module p, au nombre m ou à zéro, suivant que l sera ou 
UC sera pas multiple de m. 

Concevons maintenant que, p étant un nombrr premier, n un diviseur de p — t, 

a , b , c les facteurs premiers de n , et X une fonction de x déterminée 

par la formule (67), on réduise l'équation (85) ou l’équivalence (4) i l’équation (58) ou 
6 l’équivalence (09). ün trouvera, eu égard à la formule (61), 


(loi) a,x'“-¥a. 




(/-.)! 



r » \ 


U-,)i 




1... 


puis on tirera i.*dc l’équation (101), en dilTérenciant les logarithmes des doux membres. 



infi„x”~' + (m— i)a.x'" 





1.* de la formule (lo-j), en développant les deux membres suivant Iss puissances ascen- 
1 

liantes de — , 
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( î/|5 ) 


(lOÔ) 


Par suite on aura 
(loo) 


ni 

* A. 

1 

1 * 1 


— -f 

X 

I 

' + l * 

n 

J 

ILa 

1 

1 

.. _i_ 

"1 

l 

r , 

1 „ 1 
^ ^ +l 
X ^ 

» 

/ ' 

1 ^ 

1 ’ + 

T| 

(' 



n 

/-i- 

1 * 

4- ' -1- 


(‘ 

^ n 

x’‘"‘ 


i 


— etc., 



J- " / ‘ J 

1 

1 

t- ‘ + 

• g 


!■ « 

x“VS+' 




+ etc.. 


+ ^(t+ 


:+» 


r + » 


2 




■■) 


+ etc 

+ 


n 


1 , 1 

r 

U -i- 

abc^ 

[■" 

TT + ' 



+ etc. , 


*,~o , 

si l n’est dirisible par aucun des nombrei entiers 

... n n n n n n ii 

(l 04 ) ^ f » ••• “V » / ••• » ••• » a » ••• * 

abc ab ac bc abc 

c'est-à-dire, par aucun des termes renfermés dans le développement du produit (S6). 
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ü II- cotilraii'u nrrire , alors, en nommaot u le plut grand dos nombres (io4) 
'|ui divise l , on Irouvera 


, )iom* 

fci 7» , 



.. = N, 

1 

putir 

n 

« / 

-LW,_ •) 

_ N 

a * 

a V 


1 - rt ' 

1 pour 

n 

— " ( 


N 

" b • 

*' h 



“/V r / 

l-h ’ 

1 pour 

n 

e * 


t)(I) 

N 
1 - c 

1 Ole... 

• ■ 




J pour 

n 


a... 

_ ^ 

air 


(i-a)(i-A) 

1 pour 

n 

n 1 1 


N 

ac 

ac bi 




1 clc.... 





1 pour 

n 

n 1 1 


N 

hc ’ 

he V c 



{■-*)(, -e) ’ 

1 elc... 





pour 

i 

n 

n 


N 

abc 

^ abc 


[i~a)(i-b){t-e) ' 

t 

clc... 






Cela posé, on déduira iinuédiatemenl des formules (loo) el (io5) les proposilioni sui- 
vaulcs. 


1 5.* TflÉoaiuK, >Soicnr n un nomùre entier quelconque, a, b, e, ... les faeleure 
premiers de n , et faisons 

<“) ''="(-i)(—f)(-T) 

[ai somme des puissances du degrt l , pour les racines primitives de l'équation 


(*) 


œ* = 1 , 
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( *45 ) 

fera nulle, $i le degré l u'est divisible par aucun des termes ijue renferme le. déve- 
loppement du produit ( 56 ) , c'est- à-dire, par aucun îles nombres (io 4 )- Mais, si parmi 
ces nombres on trouve un ou plusieurs diviseurs de l , il sttfpra etc ronsidérer le plus 
grand de ces diviseurs , puis de remplacer, dans son ea-pression tous forme fraction- 
naire, les nombres n, a, b, 0, ... par les nombres IV, i — a, i — b, i — c,... 
pour obtenir la somme dont il s'agit. 

■ 4 .* TuinRÊME. Les mêmes choses étant posées que élans le théeiréme 1 5 , r( p étant 
un nombre premier qui, divisé par n , donne pour reste; la somme des puis- 
sances du degré l , pour les racines primitives de l'équivalence 

(3) (npod./)) , 

sera équivalente à eéro, suivant le module p , si l n’est divisible par aucun des 
nennbres (io 4 ). Mais, si, parmi ces nombres, on trouve un ou plusieurs diviseurs de 
l, il suffira de considérer le plus grand de ces diviseurs, puis de remplacer, dans 

son expression sous forme fractionnaire , les nombres n , a , b , e , par N , 

I — a , I — b , I — c , .... pour obtenir une fraction équivalente <i la somme dont il 
s'agit. 

C0ro/(atre 1." Lor«<]uc , dans lo nombre n , chacun de» facteur» premiers a, b, 
r. , ... SC trouve simplement élevé à la première puissance, on a 

(io6) n = abe... 

et le plus |>etit terme de la suite (to 4 ), ou — ^ — se réduit à l'unité. Alors aussi la 

dernière des équations (io 5 ) donnera 

(lo;) », = dbi, 

le double signe devaul êtro réduit au signe signe — suivant que le 

nombre dos facteurs a , b , c , ... sera pair on impair; et la formule (107) subsistera 
toutes Ici fois que l sera premier à n. On pourra donc prendre 1 = t , et )iar 
cousé<[uent ùt somme des racines primitives sera équivalente à rb 1. 

Coro/fatre 9. Lorsque, dans le nombre n, un ou plusieurs des facteurs a, b, c,... 
sont élevés au carré ou h des puissances supérieures, le dernier terme de la suite (io4). 

savoir, — surpasse l'unité , et si l’on désigne par l un nombre entier inférieur « 
é ce terme , on aura 

(100) s, = o. 

Donc alors , en prenant I = 1 , on trouvera 
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(i«8) ê,~o, 

Ajuiitons que, dans le cas dont il s’agit, l’équation (loo) subsistera toutes les fois que 

le nombre entier l sera premier h n , ou même b — ^ . 

l£n remplaçant , dans le théorème i4 . n par p — i, on en déduira immédiatc- 
incnt la proposition dont roici l’énoncé. 

j3.* TitlionêaE. Soient p un nombre premier queUonque , et a, b, c la 

flirteurs premiers de p — i. tomme da puissanea du degré t , pour ta ra- 
cines primitiva du nombre p, sera équivalente à zéro, si t n est divisible par au- 
cun da nombres 


(icq) p- 


P-' 


P-' 

b 


p.« 


ab 


P-t 

ac 


bc 


P-« 

abc 


etc.... 


niais , si, parmi ces nombres, on trouve u» ou plusieurs diviseurs de t , il suffira 
de considérer le plus grand de ces diviseurs, puis de remplacer, dans ton expression 
sous forme fractionnaire , p — i par le produit 


«— 


rt par I — <i , b par t — b, c par ■ — c, etc... pour obtenir une f raction 
équivalente à ta tomme dent il s'agit. 

Coro/biire I". Lorsque , dans le nombre p — i, chacun des facteurs a, b, c,... 
SC trouve simplement élevé k la première puissance , la somme des racines primitives du 
nombre p est équivalente k ±i, savoir, à -f- ’ quand les facteurs a,b,c,... 
sont en nombre pair, et k — i quand ils sont en nombre impair. La même somme est 
équivalente k zéro, lorsqu’un ou plusieurs des facteurs a , b , c , ... se trouvent, dans 
le nombre p — i , élevés au carré ou k une puissance supérieure. C’est, au reste, 
ce que l’on savait déjk. Mais ou peut ajouter que, si l’on désigne par l un nombre 

premier k p — i, ou même k - — , la somme des puissances du degré l, pour 

les racines primitives du nombre p, sera toujours équivalente k la somme de ces racines. 

Pour montrer une application du théorème i 5 , supposons p=ig. Danscecas, 
le nombre 

p — I = i8 = a. 3 ’ 


aura pour facteurs premiers a et 3 , On pourra donc supposer a=a,6 = 5 , et 
la suite (107] renfermera seulement quatre termes, savoir. 
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. iS i8 . i8 . 

i8, — = 9, — = 6, -^=0. 


On trouvera d^aillcnr» 

(p_,)(._±)(.-|)=.8x|x|- = 6, 


I , 1 — 6 = — a , 


Üunc , CD vertu du ihdorénie iS, la (onime des puissances du dogrd 
racines priDiitives do 19 , sera équivalente à zéro, suivant le module 19, 
pas divisible par ô. La même somme deviendra équivalente & G, si 

sibic par 18, Il — = — 0 , si l est divisible par — = 9, h 
18 6 

si l est divisible par — = 6, eorin à -yp^= 5 , si l est 
3 . EfTectivemenl les racines primitives du nombre 19 sont 


2 , 3 , 10 , i3 , 14 , i5 , 

et l’on trouve 

2 io-|- i3-f- i4"e 18 G , (mod. 19 ) , 

• ï« 4 . 5« 4 . 10 * -1- i3*4- i4’-4- i5* = o , 

2 * + 5* -1- 10 * -1- i3^4- i4* -4- i5* — O ■ 

4 . 3' 4 - 10 * 4 - 135 4 . i 4 * 4 - i 5 ' = O . 

etc 

ï> 4 . 3> 4 - 10 > 4- |5‘ 4 - 14 > 4 - 15 > = 3 , 
s>J 4-3'^4- io'S4- 15'*4- 14'*4- 15*’ = 3 , 
etc..... , , 

»® + ô«4- 10«4- i3«+ 14“ + i5® = — 5, 
a>«4- 3'>4- ,o'» 4 - i5”4- i4‘*4- i5’*= — 3 , 
etc*,,*, , 

224-594- 1094- 10 * 4 - 1494- i 5 » = — 6 , 

etc 

s-»-f5 ''-J. 10 “ t3'S4- i4'*-H i5‘* = 6 » 

etc 


, pour les 
si l n'est 
l est divi- 



-2 


divisible par 
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iC.' TiiéoBÊBE. Supposant, comme dans le thiorime lo, ijie Con désigne pu n„ , 
a, . ... tt«_, , a« (Usquantitis entières, par 

(fl (il •••• (*»— » * (« 

ks racines de l'iqualion 

(8.Î) o.x"* + (J,®" “■ + ... +(i«_,x + «- = o, 

par P u7t nombre premier supérieur ou égal à m; et que l’équivalence 
(/,) u.x"* + rtiX""' + ... -4- a„_,® -J- a« = O , (inod.p) , 

admette m racina distinctes représentées par 


Soient d'ailleurs 


t t •••• «Pm— I f 


une fonction entière ù coefficients entiers ou rationnels, mais non symétrique, des 
racines de l’équation ( 85 ), ou de plusieurs d' entre elles , et M le nombre des valeurs 
distinctes que cette fonction peut acquérir en vertu dCéchanges opérés entre lu racinu 
E. . î. , ••• E-f Désignons par 

«fl «. » «K 

ces mêmes valeurs , et par 


U, , U,, ... Un 


les quantités dans lesquelles elles se transforment, quant aux racines E. , E> i E> 

de Céquation ( 85 ) on substitue les racines x, , x x„ de Céquivalence ( 4 ). 

Enfin soit 

(uo) u' + yfiU*-' + ...+An-,u + /éM—o 

‘ ^ > 

l'équation qui a pour racines u, , u,,...vj,. Les coefficients A,, A,,...Ag seront 
entiers ou rationnels, et Céquivaienee 

(iii) U* + y/,u*“‘ + /4,u“~* /4j,- ® (mod.p) 

aura pour racines u, , u, ,... Uj|. 

Démonstration. Comme, dans l’hypolhèse admise, no aura ideoliquement 
(lia) (u — «,)(a — ii,)... (u-^ «*) = «“ 4- ■^f + + 


I 


Digitized by Googlt 


~r 



( »49 ) 


et par inUe 


' =— («t + »•+•••+»») t 

= + «iW| + ••• + «lO» + ’<»'<• + ••• +«•'<11+ ••• + «K- I 

aie , 


il eit clair que A, , A,, Am teront det fooctioni tjiDétriqtiM de , ... (, à 

coelEdcnU enliera ou ralionnelt , et par cootéquent dea fonctiona enlièrea dee rapporta 

— , Donc A, , A, Am ae réduiront k dea quanliiéa entièrea ou 

a. a, a. 

rationnellea. De plua, ai, dans les seconda membres dea équations (ll3), on remplace 

U, , V par U, , U «B • ces seconds membres , qni étaient det fonctions 

symétriques dea racines de l’équation (85), te transformeront en des fonctions temblablet 
des racines de l’équiralenee (4)- Or il suit éridemment de cette remarque, qn’en omet- 
tant les multiples de p , on aura encore 

^ l' A.= — 4" “b) , (mod.p) , 

I /f. ~o,u.-f-u.ui4- (-o.Ub +«,«b + —+«b-i“b, 

(>•4) I 

1 etc 

\ ^B=±“.“.— »B-.“B. 


Donc la formule 

(ii5) (tt— o,)(u — o,),.. (b — o,) = a*+.,f,u*-’+...+>/B-i«+i<Bt (mod.p) 

tubsitlera , quel que toit u , et l'équiTalence 

(ti6) (« — o,)(b — 'U,) ... (b — Bji) ^o , (fflod.p) 

qui a pour racines , « pourra être présentée sous la forme 

(iiy) U* A,u"-‘ + ... + Am~,u + Am^o (mod.p). 

Au reste , le i6.* théorème est compris , comme cas particulier, dans on théorème plus 
général , que l’on démontrerait de la même manière, et dont roici l’énoncé. 

IV.* AaiiiE. 35 
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17.* TaioitÊiE. Soient 


(.. 8 ) 



o.i™ + + o„ = 0 , 

b,X^ 4 - 6.7'"*“ + ••• + <>«'_. = o . 

+ . . + c„»_,s 4-c„«=o , 


de. 



diverêtt équations algébriques , la première du degré m , la seconde du degré m', 
ta troisième du degré m‘, ... et dans lesquelles 

a,, a am_>, a.; b,, 6,,... b„'t c,, e c„>; de. , 

désignent des quaMitis entières, ou même des quantités rationnelles. Soient d'ailtenrs 

<ii> i>i ... W -19 t>f C>i ... C.*— %i C.*! etc., 

J 

tes racines de ces diverses équations, et 

(119) '>’($.> E.>.. .U; "1. Ci> Ca>...Ca': etc.), 

) 

une fonction entière de ces racines , à coefficients entiers ou rationnels. Représentons 
par M le nombre des valeurs distinctes que la fonction (1 19) peut acquérir, en vertu 
d’échanges opérées entre les racines de chacune des équations (118), par 


(1*0) «i» « 

cet mêmes valeurs ; et soit 

(1*1) u“ + /^lU**"* -J- + ... + = 0 » 


l’équation qui a pour racines v, , vj,. Enfin supposons que, p étant un 

nombre premier supérieur ou égal au plus grand des nombres m, m', m', ..... les 
équivalences 

a„x" -)* + ... + a„_,œ + “i« = ® » (mod./).) 


( 11 .) 


% 

e.s” + + 4-c„'.,,i + c-» = o , 

etc • . ■ ' • 


' , I . ; ; 
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admetltau (a première m raeit^ dietincte» x, , x, , x„^^ latecûnde m' 

racines distincte* y, , y, , Xm' , ta troisième tn* racines distincte* i, 

:„f i et soient 

(i »5) «I t . ••• “* 

Ut quantités dans lesquelle* te transforment v, , «, , u^',' quand anxraeinot des 

formules (ii8) on substitue les racines des formule* (laa). l’équivaUnee 


(>* 4 ) 


U* + y/,u*~* + /<■«“”* + ••• + + -^if =0 (mod.p) 


aura pour raetne* u, , u, , ••• Uj|. 

Corollaire. Si l’cxpratMoo (>>9) dereoait une fonctioD lymëtrique dea racinea de 
chacune dea équalioni (1 18) , elle aurait pour valeur une quantité entière ou rationnelle 
[/, et lea formulea (■•!) . (i«4) <« réduiraient la première^ 


(iï5) 

la seconde à 

(n6) 


u — U ~o. 


U ' — ü — 0 (mod.^). 

Alors, en écrivant F au lieu de ■a, on conclurait du théorème 17 que l'équation 

■ ** \ 

(*^7) î Cl 9 C> f ••• C«* 9 etc..,) — U g 

entraîne l’équivalence 

(t.a 8 ) ^ . F(o >9 lOti 9 9 .I 9 9 yttyMi..*yià'i *ifca«. 9 *»»A«* f ;..otc ,.»)*— g (modhp). 

' . 1.1 . ■» '! ..!l 1 .'••i i : ■! .1 : . 

Dana le cas particulier oii loa équations (i.i8) ae réduisent A; une seule, la formule 1(118) 
se confond avec l’équivalence ,(87)f, J,;, ; 1 . .i„., j;, ' 

Nous remarquerons , en terminant cet article , que le théorème 3 fournil un moyen 
facilo de résoudre l'équivalence. binôme du premier degré 




kx - A (luod. n) 


MU U 


OU , ce qui revient au même , de calculer la valeur do os déterminée par la formule ' 

.111 , 1 ’ J 'I- 


(iJo) 


' .1 . Vv' A , 9 i” a, 

X — -j, (mod n) , 


n étant un nombre entier quelconque , et A , A désignant doui quantités entières 
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dont la leconde ne ioit pas molliple de n, Eo effet, noffimont « , b , e, lea 

lacteora premiera de n , en aorte qu’on ait' ' . ‘ ' 

S 

nrrza'-b^o* .... 


En Tertn du 3.* tbdoréme, lea binoaiea 

I — 1— A*-', X— A — ■ 

aeront diaiaiblea le premier par a , le aecottd par b , le troiaième par e , etc.,. ; 
par conaéquent le produit 

^ (i— A— — A»-‘)^(i— A— •)».... 

aéra diriaible par n—a'^b^o<' ..... Donc, si l’on fait, pour abréger, 


(i3i) 
on aura 
('3a) 
ou 

(i55) 

et par auile 
(i54) 


(i — i«— )*(i _ A*— )^(i — A— )>... = I — Aff , 
I — bK = o , (mod. n) 

K^~ , (mod. fl) 
œ = AK , (mod. n) . 


Or, la quantité K, qne détermine la formule (i3i) , étant évidemment une quantité 
entière , la valeur AK de m aéra entière elle-même , et fournira la aolution de l’équi- 
valenee (lag). Cette remarque eat due à M.' Binet. Loraqne le nombre n ae trouve 
réduit à un nombre premier p, l'équation (i3i) donne aimplement 

(i35) , K=ki>—, (mod.p). 

Donc alora on vérifie l’équivalence 

(i56) _ hx — k. (mod.p) 

, - • • • • * 

en prenant 

(iZj) » = hkr~', (mod.p). , , 


il-’... ", ■' J.:i. .' 
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SUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUIVALENCES 

DONT LES MODULES SE RÉDUISENT A DES NOMBRES 

PREMIERS. 


$ I." Comidératioru générale». 


Soit P un nombre premier quelconque , et coniidérons l'équiTalence 
(i) a,x„ + + ••• + ® (mod.p) , 

dans laquelle m désigne un nombre entier, et a,, a,, a, a__,, a. des quau- 
titéa entières , ou même des quantités rationnelles qui aient pour valeurs numériques des 
fractions dont les dénominateurs ne soient pas des multiples de p. Il est clair i.* qu’en 
multipliant la formule (l) par le produit de ces dénominateurs on réduira les coelTicieuls 
des diverses puissances de 0 è des quantités entières, s.° qii’après cette réduction on 
pourra supprimer tous les termes dans lesquels les coefficients seraient divisibles par p. 
On obtiendra ainsi une nouvelle équivalence d’un degré égal ou inférieur è m , dans 
laquelle tous les coefficients seront entiers; et si, dans cette nouvelle équivalence, tous 
les termes étaient divisibles par x ou par une puissance entière de x , la division 
du premier membre par cette puissance ne changerait ni le nombre ni les valeurs des 
racines distinctes et non divisibles par p. On saura donc déterminer ces racines dans 
tous les cas possibles , si l'on parvient è résoudre l'équivalence (1) , dans le cas où a. , 
a, , a ,, .... , O. représentent des quantités entières dont la première et la der- 

nière ne sont pas divisibles par p. D’ailleurs , si , dans le cas dont il s’agit , on nomme 
vf , , A , , ... Am—i , Am des quantités entières déterminées par les formules 

(») ^=A,, ^ = A,,..,~^ = Am-,. ^ = Am, (aiod.p) 

0& pourra réduiro Téquîraioflce (i) à la auiranle 

( 5 ) »" + ^«-1® " 4 “ ® » (mod.p), 
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( *54 ) 

n’iilant pas divisible par p. Eoila, comme on a, pour toiilc valeur entière de 
æ non divisible par p , ‘ ^ 

( 4 ) = (mod.p) 
et par conséquent 

( 5 ) **^''—>= 1 , 

k étant un nombre entier quelconque, on pourra évidemment, dans l'équivalence ( 5 ) 
substituer è ceux des exposants m , m — i , ... qui seraient supérieurs à p — s, les 
restes de leur division par p — i. Donc on peut, dans la formule (ô) , supposer le 
degré ‘»ii inférieur à p — i. 

Concevons maintenant que les quantités a, , a, , .... , a„ étant entières, et 

le nombre m inférieur b p — i , ou seulement b p , l’on fasse pour abréger 

(C) a.x” + +a.x"-* 4 -,., -J-o„_,i + a„ = f(x). 

L'équivalence (■) pourra s’écrire comme il suit 

(7) (mod./)) 

et, si l'on désigne par r une racine quelconque de cette équivalence, on aura iden- 
! tiqucDieiit 

( 8 ) f (X) = f (r) + (X- r) f'(r) + (x - r)» Æ 4: r)» ’ 

- I 

D'ailleurs F(x) désignant une nouvelle fonction entière do x b coefficients entiers , 
^ nous dirons que l'équivalenco (7) peut être présentée sous la forme 

‘(9) ’ F(*:)=o, (mod.p) 

si l’on a , quel que soit x , .. .. 1 

f(x) = F(x), (mod.p). 

Cela posé, s’il arrive que la quantité r loit une racine non-seulement de l’équivalence 
*,(7)1 mais encore de chacune des suivantes . 

. » / 

(to) f'(x)=o, f*(x) = o, = 0 , (mod.p) , 

, . . , . ■ I • ■ . 1 1 II-;'!! •! 

en sorte qu on ait tout b la fois 

(11) . • f(r) = o, (mod.p) , ' . - 
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et 

t'*) 


( »S 5 ) 


f'(r) — O, ... 1=0 , (mod. p), 


la lettre c désignant un nombre entier, l’équolion (8) donnera, pour une valeur quel- 
conque de X , 

— ' l i.a.5..i ' ‘ | ' ' i.a.3..m ) 

(inod. p) , 

ou, ce qui revient au même. 


(là) 


f(*) = (* — '■)'?(*) . (inod.p) , 


^(æ) désignant une fonction entière, à coeflicients entiers*, et du degré m i, 

déterminée par la formule 

P*r conséquent on pourra présenter l'équivalence (7) sous la forme 
(• 5 ) (® — »■)'?{*) =0, (mod.p), 

et considérer cette équivalence comme offrant un nombre i do racines égales è r. 
Les autres racines devant nécessairement vérifier la formule 


(. 6 ) 


t(®)— ®> (ulud.p). 


dont le module est m — i , il est clair que, dans l’hypothèse admise, l'équivalence 
(7) admettra au plus m — t -f- 1 racines distinctes dont l’une sera la quantité r. 

Réciproquement, si l’équivalence (7) peut être présentée sous la forme 


' UcstiiiadeKconaalIreqaclescoefiicieBtsdn lüterscspaissaacet de x — r, dans le fccouj 'oiembrr 
de J'SquaUuQ (8), savoir, ' ' , 


fW. 


f'(r) f(r) 


isa. 3 ..em ^ 


réduiwnl tDn|onrs k de* quanülés cDlît-re* , et que ce» qu.inüté« «oot <llfiublvs par p , quand le» fraç- 

(K>Dft qui Im rcfn^mtenl oflrmt de» namérateara divUibIcs par p. * . 0 


(f 
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(iS) (» — r)‘f{x) — o. (mod.f), 

r(x) désignant une fonction eolière do x, à coefTicienta entier* et dn d^ré tn — t, 
on en conclura que les condition* (la) lonl remplie*. Alor*, en effet, on aura identi- 
quement 

f (x) = (œ — r)‘> (x) , (mod. p) , 
ou , ce qui revient au même , 

{17) f(x) = (x — r)->(x)-fx(*) . 

x(x) étant une fonction entière et è coefficient* entiers, qui devra vérifier, quel qua 
soit X, la formule 

(18) = (mod.p). 

D'ailleurs la fonction x(tn) étant, ainsi que le* fonctions f(x) et (x — r)'f(x) d’un 
degré m inférieur & p, la formule (18) ne pourra *ubsi*ter, quel que *oit x, k 
ropins que les cocQicicots des diverses puissances de x dans le premier membre ne 
soient divisibles par p. Car, dans le cas contraire, cette formule offrirait l’exemple 
d'une équivalence qui admettrait plus de racine* distincte* que *on degré ne renferma 
d'unités. On aura donc nécessairement 

('9) zW =/>+(■*), 

x(x) désignant une fonction entière do x è coefficient* entier*, et la formule (17) 
donnera 

(ïo) f(x)= (*— 

Or, en différenciant cette dernière équation s* fois de suite par rapport è x , et pe- 
sant après les différenciation* x = r, on retrouvera précisément le* formule* (is). 
On peut donc énoncer la proposition suivante. 

I.** TaioafiH. Pour que CiquivaUnee {j) dCun degri m inférieur à p puUte 
être présentée $ous la forme (i 5 ), s' eUsignant un nombre entier, et f(x) me 
fonction entière , à eoeffieiente entière , du degré m — i , il eet nieeeeaire, et il suffit 
que les conditions (1 ■) et (is) soient viri fiées. 

Scholie. Le théorème 1 ne subsisterait plut, si le degré tn du polynôme f(x) de- 
venait supérieur on même égal è p. Supposons en effet que , le nombre m étant 
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égal h P , la lettre r déiignant une quantité entière , la lettre t un nombre au- 
péricur b l’unité, et l’expression <f{x) une fonction entière do x du degré p — i, 
l’on prenne 

^ai) f{®) = (!c — r)'T(it) -f-a:'’ — x. 

Comme on aora, quel que soit X\ [en vertu du théorémo de Fermât], 

(aa) x>‘ — ®^o, (mod.p) , 

et par suite 

f(*) = (a> — »•)'? (a:) . 

l’équivalence ( 7 ) pourra être présentée sous la forme (i5), tandis que la valeur do f'(r) 
tirée de la formule (ai) sera 

f'(r) ï=pr'’— ‘ — 1 = — 1 , (uM>d.p). 

Nous avens remarqué o! -‘dessus que , dans le cas où réqulrslcnco ( 7 ) d’un degré m 
inrfifrieur k p-, admet t racines égaies è r , le nombre des racines distinctes de 
cetta équivaloBoe ne peut sorpassor m — s -f- ■ < ^ a'oU pas le seul dans 

leqeeé le nombre des racines distinctes de l'équivaleace ( 7 ) devienne inférieur au degré 
m , et il peut mémo arriver que celte équivalence soit complètement insoluble. Ainsi , 
en particulier, puisque toute valeur rntièru du x, non divisible par 5 , vérifie la 
formule 

a:’ = I , (mod. 3) , 
il est clair que , 

a:* ^ s , (mod. 3) , 

n’a point de racines. 

Nous allons maintenant rechercher le nombre des racines distinctes de l’équivalence 
( 7 ), nombre qui , comme on vient do lu voir, peut devenir inférieur 3 m, ou même 
se réduire 3 zéro; et, pour j parvenir, nous commcuccrons par résoudre le problème 
suivant. 

Problème. Étant dauHée» dtux fonction} entière} et à coefficient} entier} 

■ , ■ f (“•■) . . . . 

dont Us degré} m , et ou <.m ne eurpattent pas U nombre premier p , et 
le nombre des racine} distincte} de CiquivaUnce 

IV* Aitnéa. 34 
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(7) 


( »58 ) 

f(x)~o, (moJ.p) 


itant supposé précisément égal au degré tn de celle équivalence, on demande une 
nouvelle fonction entière et à coefficients entiers f (x) tellement choisie que le degré 
de cette fonction coïncide avec le nombre des valeurs distinctes de x propres à vérifier 
simultanément les deux formules 

(ï3) = (raod./>) , 

et que chacune de eu valeurs vérifie encore Céquivalence 

(ü4) î(*)=o, {mod.p). 

Solution. Si, dans chocane des foocliunf r(x) , f,(x) , le coellicielit de la plui 
haute puiasancc de x ne se réduisait pas •) l’unité , on pourrait , en supposant ce coef- 
ficient divisible par p, supprimer le terme qui le contient, ou, dans le cas contraire , 
substituer aux coeflicients des diflerents termes , è l’aide do formules semblables aux 
formules (s), de nouveaux coeflicients dont le premier serait l'unité, sons altérer ni le 
nombre ni les valeurs des racines distinctes de chacune des équivalences (i5). Par con- 
séquent , dans le théorème ci-dessus ciinucé , on pourra toujours supposer les fonctions 
f(x) , f,(x) réduites é lo forme 

(aS) f (x) = x"" + /t.x"-' -f- y'/.X""’ -j- ... -4- , 

(s6) ^i(^) “f" -|- J7,x’““ ’ ... -j- -4" Bi , 

, yi, jim—, , yim ; B, , B , Bi désignant des quantités entières. 

Soient maintenant Q le quotient et U le reste de la division du polynôme f(x) 
par le polyuome f,(x). Ç et B seront des fonctions entières et è coeflicients entiers, 
l’une du degré m — l , l'autre d’un drgré inférieur ou tout au plus égal è l — i , 
en sorte qu’on trouvera 

(»7) B — e.x‘-'+c,x'-' + .„ + c,_.x + c,_, , 

f» , c, , ... c,_, , C|_, désignant des quantités entières. De plus, comme on aura gé- 
néralement 

(*8) f(x) = Çf,(x)-|-fl, 

on en conclura 
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( »S9) 

'(*9) • f(*) = Qf.(*). (mod-p), 

H le* qninlité* 

» ••••• 

*ont toQle» diri*il>lei pw p , c’e*l-Ji-dire , *i elle* TériCent le* conditions 

(5o) c. = o, «1 = 0 ,... Ci_, = o, 0 |_. = o, (mod.p). 

Dans ce ca* particulier , l’équiralence ( 7 ) du degré m pourra élr» présentée sons la 
forme 

(3i) Çfi(*)=o, (mod.p) , 

et , comme le nombre de ses racines distinctes sera précisément égal au nombre in , 
on conclura du théorème a de l’article précédent que l'équiralence ' 

(3*) fi{®)=o. (mod.p) 

admet à son tour autant de racines distinctes que son degré l renferme d’unités. Alors 
aussi toute* les racines do la formule (5i) rérilleront en même temps la formule (3i) ou 
( 7 ) , et par conséquent on pourra prendre 

(55) ï(*)=f.(a:). 

Si le* conditions (3o) ne sont pas toutes remplies; alors, en désignant par ei_i_; 
le premier de* coefficients 

• Cf P sssB s 

qui ne sera pas multiple de p , et par C, , C , Ci des quantités en- 

tière* , déterminée* à l’aide de* formule* 


( 54 ) 


fl— t 
^ I— i— t 


Cl. 


C|— 
C|-i— I 


c.. 


^^=Ci. (mod.p). 


on trouTera 

(55) fl ^ Ci_»_i(aj* -J- -t- C.as'—Î -t" -l* 1 * "t* C*) » (mod. p); 

puis, en faisant pour abréger 
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(56) f,(!E)=x' + 6 ’ia^-^* + (’,ar^“- + ,..4.C,_,i + Ci, 

• • -P- , 

on tirera dct formulea (s 8 ) et ( 55 ) 

( 57 ) : f(») = Çfit*) . (inod.p). 

Or il résulte éricleuuucnl de la fiirmule (3;) que toute valeur de x , propre à vérifier 
simultanément les équivalences (s3), vérifiera encore la suivante 

(58) f,(x) = O , (mod. p) . 

Soit maintenant Q, le quotient, et H, le reste de la division du polynôme f,(x) 
parle polynôme r.(x). Q, et li, seront des fonctions entières, l’uiie du degré 
l — k, l'autre d’un degré infériour ou tout au plus égal è k~~i , en sorte qu'ou 
trouvera 

(3g) R, = d,x‘“' -J- d,x‘~* + ... -f- di_,x + d|_, , 

d, , d, , H, di _, , d|_, désignant des quantités entières. De plus, comme on 

aura généralement 

( 4 0) f. (i) = Ç. f,(x) + /f , , 
on en conclura 

( 4 1) f,(x) = Ç.f.(x) , (mod.p) , 
si les quantités 

d, , d di— » , dj — 1 

sont tontes divisibles par ' p , c’est-è-dlre , si elles vérifient les conditions 
( 4 ») d, = o, d, = o, .... d<_. = 0 , di_i=o, (mod. f>). 

Dans ce cas on tire de la formule (3-) ■ • 

(43) f(x) = (ÇÇ.+«.-i-.)f.(®). 

Par conséqtwnt l'équivaloacc ( 7 ) pourra être présentée sous la fotiae 

(44) (QQi + Ci-«-i)f*(-c) = o , (mod.p) ; 
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et, comme elle ol&-e, par hypolhi»e, autant de racines distinctes que son degré m 
renferme d'unités, l’équiralencc 

(58) f.(a:)EEOi (mod.p) 

jouira encore de la même propriété [voyez le théorème s île l’article précédent]. D’ailleurs, 
en vertu des formules (4i) cl (43), toute valeur de x propre îi vérifier l'équivalence 
(38) , sera évidemment une racine commune aux deux équivalences (*S). Donc , si les 
conditions (4s) sont remplies, on pourra prendre 

(45) T(*)=f.(x). 

Si les conditions (4s) ne sout pas toutes remplies, alors, en désignant par 
le premier des coeOlcients 

d,, d, dt ^, , di_, , 

qui ne sera pas multiple de p , et par D, , D, , ••• Dt_, , /), des quantités en- 
tières déterminées k l’aide des formules 


( 46 ) 



<éi— 

di— s— ■ 



= D,. 


(mod.p) , 


00 trouTera 

(4?) if, = di_s_,(a!‘-f/),x‘-' -f-Dk-.x-f-/)») , (mod.p)j 


puis , en faisant pour abréger 

(48) fi(x) = x* -4" D, _,x -f- Z)k , 


on tirera des formnies (4o) et (4y) 

(49) f.(x) = <?,f.(x) + d._k_.f,(x). 

Or il résulte évidemment do la formule (4<j) que toute valeur entière de x propre è 
vérifier simultanément les formules (3a) et (38) vérifiera encore la suivante 

(50) fi(‘®) = t>» (mo(Lp). 

En continuant de la même manière , on déduira successivement des fonctions données 
f(x) , f,(x) , une suite de nouvafles fonctions 
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(5i) f.(*) . f>(®) . elc... , 

dont la dernière sera précisément la valeur cherchée de f (æ) . Pour obtenir ces non- 
veiles fonctions , il sufGt d’opérer comme si l'on se proposait de trouver le plus grand 
commun diviseur algébrique des deux polynômes f(x) , f,(a:) , do supprimer dans le 
reste do chaque division tous les termes dont les cocflicicnls sont des multiples de p , 
de réduire ensuite le coeOicient de la plus haute puissance do x è l’unité , et les autres 
coellicients è des nombres entiers à l’aide do formules semblables aux équivalences (34). 
(4(>) , etc... , enCn de s’arrêter au moment où cette réduction ne peut plus s’eflectuer, 
c'est-è-diro. au moment où l’on obtient un reste dont tous les coeOicients sont des mul- 
tiples de p. Si l’on désigne par /f,_, ce dernier reste, ce sera le reste précédent 
Ri—> . ou plutôt la fonction f. (*) > qui fournira la valeur cherchée de ?(x) , en 
sorte qu'on pourra prendre 
(5a) y(*) = f,(x). 

Si tous les restes successivement obtenus offraient des coeflicients non divisibles par 
p , en sorte que le dernier reste, représenté par une quantité constante, fût lui méme 
non divisible par p , on pourrait affirmer que les équations (aô) n’ont pas de racines 
communes. 

Le problème ci-dessus énoncé étant ainsi résolu , il sera facile de trouver, pour l’équl- 
valence (7) dont le degré , par hypothèse , est inférieur h p , le nombre des racines 
distinctes et non divisibles par p. En effet , puisqu’on vertu du théorème de Fermât, 
tous les termes de la suite 

(55) > , a , O , p — 1 

vérifieront la formule 

(54) i'’"' — 1^0, (mod. p), 

les racines dont il s’agit se confondront évidemment avec les racines communes aux deux 
équivalences (7) et (54). Cela posé , il suffira d’opérer comme dans le problème précé- 
dent , en substituant aux deux fonctions f(as) , f,(x) les doux fonctions x'~' — 1, 
f(x) , pour obtenir une équivolence nouvelle 

(55) ï(®) = o, (mod.p), 

qui sera vérifiée par ces mêmes racines et seulement par elles. Le degré de cette nou- 
velle équivalence représentera donc le nombre des racines do la formule (7) distinctes 
et non divisibles par p. 

Si i l’équivalence (54) on substituait l’équivalence (as), la formule (55), obtenue par 
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la méthode que noua renoDi d’indiquer , fournirail les racines dislinclei de la formule 
(7} , dans le cas même oü l’on supposerait le premier membre de cette formule dirisible 
par æ ou par une puissance do x , c’est-à-dire , dans le cas même oü cette formulo 
odmettroit des racines divisibles par p. 

Si l’équivalence (7) n’admrtlait point de racines, les équivalences (7) et (ta) n'au- 
raient point do racines communes, et l’on en serait averti par le calcul même, confor- 
inéiuent à la remarque que nous avons faite ci-dessus. 

Si la formule (7) u’admet qu’une seule racine distincte de zéro , l'équivuleucc ( 5 â) , 
déduite de la considération des formules (7) cl ( 54 ) 1 premier dcj^ré seulement , 

et fera connaître la racine dont il s’agit. 

Pour montrer une application des principes que nous veuons d’établir , cbcrclions 
combien l’équivalence 

( 56 ) œ’ — a:-)-i=o, (mod. 7) 

admet do racines distinctes, ou, ce qui revient au même, combien il y a de racines 
communes entre cette équivalence et la suivante 

(57) as® — 1=0, (mod. 7). 

On trouvera , en effectuant la division do 31® — 1 par x’ — x-{- 1 , 

X® I ^ (x’ X 1) (x’ + I l) 4 -X’ SX 

puis , en effectuant la division de x’ — x+i par x’ — sx, 

X* — x + I = (*’ — ax)(x + a) 4 " -J- 1 

= (x- — SX) (x + 2) 4 - 3 ^x + ÿj , 

ou , ce qui revient au même , 

X* — x + i = — 9 x)(x — a) 4- 3 (x — s). 

EnGn x’ — ax sera exactement divisible par x — a , 00, en d’autres termes, le 

reste de U division de x*>— ax par x — a sera équivalent à zéro, puisqu’on aura 

X* — tx= (x — a)x. 
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Donc la formule ( 56 ) n'ailmctlra «ju’une seule racine Xstincle de léro, el fournie par 
r^quivalence x — a ^ o (niod. 7) , ou ■ 

( 58 ) x —3 (mod. 7) ; 

ce qui csl exact. ■* 

< 

Dans l’cxcniplo que nous venons do choisir, on pourrait simplifier le calcul en obser- 
vant que le polynôme x’ — ix est évidemment le produit des deux facteurs x, 
X — V, et que le second deccs deux facteurs est le seul qui divise le polynôme 

— x-t- t ^(® — a)(x’-{-s®-(- 3 ). 

On doit immédiatement «n conclure que la formule (S7) a pour racine unique le nom- 
bre a. 

Cherchons encore combien l’équivalence 
( 5 g) x’ -f-x-f- I =0, (mod. Il) 

admet de racines racines distinctes, ou, ce qui revient au mémo , combien il y a de ra- 
cines communes entre cetto équivalence et la suivante 

(60) x’* — 1^0, (mnd.11). 

Dans ce c.as on trouvera successivement 

x“ — iE=(®’ + a!+t)(a:’ — a:* — x<-(-x’-f-3x* — 3 ) — ax*-|- 3 x-|-a 

= (x* -\-x-\- i) (x’ — x’ — x’ -|- x’ ax’ — 3 ) — a(x’ -f- 4 ® — 1) , 
x’-fx+ 1 =(x* -f- 4 x — i)(x — 4 ) 4 -i 8 x — 3 , 

= (x’ + 4x— i)(x — 4) + i8(x — 2) , 

x’ - 4 - 4 ® — • S (® — *) (® + ®)' 

Donc la formule ( 5 g) aura encore pour racine unique le nombre 2. 

La méthode exposée dans ce paragraphe ne diflbre pas do celle qne M. Libri a donnée 
dans le tome 1." do ses Mémoires. Lorsqu’on applique cette méthode b la recherche de 
l'équivalence de condition qui doit être vérifiée pour que deux équivalences nient au 
moins une racine commune, on su trouve précisément ramené à la formnle (16) de la 
page 1 64 du premier volume des Exercices. 
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S 1.* 5 ur la ritolatûm de* iquivatmee* binomee. 

Sappotoni que la ibrmnle (7) do paragraphe précédent le rédoiie à une éqoiTalenee 
binôme ou de la ferme 

^ = (med.p), 

K désignant une quantité entière non dirisible par p 

Si l’on écrit —A au lieu de -\-K , cette équivalence deviendra 

»" — A = o , (mod. p ) , 

ou , ce qui reviqnt au même , 

(1) m-^A, (mod.p). 

Soit d’ailleurs r une racine primitive de l’équivalence 

(2) = I , (mod.p). 

La quantité A = — K , n’étant pas divisible par p , sera équivalente , suivant le 
module p , h l’un des termes do la suite 

(3) 1 , r , r*. rl'—, 

[voyez le théorémo7de l’article précédent, scholiesi eta],en sorte qu’on pourra supposer 

(4) -d = r', (mod.p), 
l’exposant t étant l’un des nombres 

( 5 ) 0,1,8, .... p—a. 

Il y a plus ; si, deux de ces nombres étant représentés par s et par j , l’on suppose 

t 

jr = i. t=y ,- '(mod.p— I) , 

ou , ce qui revient au même , 

jrz=t+(p— 1)0, s=y + (p— i)w, 

U , t' désignant des nombres entiers quelconques , on trouvera 

IV. A5SÉB. .. .. 35 
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= = r', r*=:r(/’~‘^*r/ = r>, (mod./>— ■); ' 

el, comme i,j étant inférieur* à l'nDilë , le« deux paîMance» r‘, r> ne pourront 
darenir éqoiralente* (uirant le module p qn'autant que l’on aura t =j ^ il eti 
clair que la formate 

(6) = (mod.p) 
entraînera tonjouri la saifante 

(7) r = -. (mod.p— 

Cela poié, comme l’équÎTalence (1) n’admettra point de racine* diriûblea par p, on 
ponrra «appoter encore 

(8) (mod.p) , 
puif on tirera de* formule* ( 0 .( 4 ). (8) . 

(9) r"’* = r', (mod.p), 
et par conréquent 

(10) tnu = «, (mod.p — 1), 

OU , ce qui revient an même , 

(11) _ «itt = t-4-(p — i)v , 

V déaignant un nombre entier. Donc, pour que l’équivalence (1) *oit ré*oluble, il tera 
néce**aire et il luflira qu’on pui*«e tatiafaire par de* valeur* entière* de u et de v è 
l’équation (1 1) ; par conaéquent il sera néceaaaire et il auibra que le plua grand commun 
diviaeur de m et de p — 1 divite «. Soit n ce plu* grand commun diviaeur. 
La formule 

(lï) ' r —I, (mod.p), 

qui peut être remplacée par la auivante > . , . - 1 

■ 

(i 5 ) A =1, (mod.p), 

tera ou ne aéra pa» vérifiée , auivant que « tera diviaible ou non diviaible par n . 
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Donc la formule ( 1 5) exprimera la condition néceuaire et raffîtante pour que r^quiralence 
( I ) puiue être rêaolue. 

Supputoni maialenant que la condition (i3) »e troure remplie, et dêaignon* par » 
une râleur particulière de l’inconnoe u que détermine la formule (lo). La râleur gé- 
nérale de la même inconnue aéra 

(i4) u = «dc-^A, 

k déaignant un nombre entier quelconque , et ce nombre pourra être cboiai de manière 
que U soit poaitif , maia inférieur à ^ . Cela poié, concerona que u repréaente 

la plua petite râleur de u . Lea nombrea 


(i5) «, a -£_L, ... . 

n n « )l 

aeront lea raleura de u infërienrea è p — i , et la formule (i) admettra lea racinea 


(. 6 ) 




qui aeront toutea diatinctea lea unea dea aulrea. Donc lo nombre de cea racinea diatinctea 
sera précioément n. 

Loraqu’on auppoae m=* et p>a, on Irotfre n = i, attendu que p — i 
eat néceaaairement pair. Alora la condition (i3) ae réduit è 

L1 

l'") A —i, (mod.p). 

D ailleurs, p étant un nombre premier impair, et A un nombre entier non diri- 
aible par p , on aura généralemeat * ’■' 

(*6) A'“"^i, (mod.p), 

ou , ce qui rerieni an même , 

{a — i)(/d +>)=o, (mod.p), 

et par conséquent 

ü £:! 

('7) . A (mod.p), ou (lo' < = — i, (mod.p). 
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Donc l’équiralence 

(to) _ »' = A, (mod.p) 

aura deas raeiDes diatiactes ou n‘en aura aucaoe , auiranl que l’exproHion 

£-1 

(ai) A ‘ 

aéra équivalente , auivant le module p , à 4' > ou ^ — i. 

'Si l’on auppoae vn = 3, le plus grand commun diviaeur n dea nombroa m et 
P — 1 aéra 3 ou i, anivantque p, diviaé par 3, donnera pour reste i ou — i. 
Dans le premier cas, la condition (i3) deviendra 

fl 

T 

(aa) A = 1 , (mod.p). 

Dana le second cas , cette condition, réduite k la formule (i8) , aéra toujours vériGée. 
Cela posé , on conclura dea principes cl-deasua établis que l’équivalence 

(a3) (mod.p) 

admet toujours une racine , mais une seule , lorsque p — i n’est pas divisible par 3. 
Dans le cas contraire , l'équivalence (a3) admettra trois racines distinctes , ou n’en ad- 
mettra aucune, suivant que la condition (sa) sera ou ne sera pas satisbite. 

Soit encore m = 4 • Ou trouvera n = 4 ou n s , suivant que p — i sera 
divisible par 4 °u simplement par s. Donc , si p — i est divisible par 4 , l'd- 
quivalence 

(s4) x*^A, (mod.p) 


admettr.i deux racines . ou n’en admettra aucune , suivant que la condition 


(s5) 


A ^ 1 , (mod.p) 


sera ou ne sera pas remplie. Mais, si p — i est divisible simplement par a , l’équi- 
valence (i4) admettra deux racines distinctes ou n’en admettra aucune, suivant que la 
valeur do /i satisfera ou non k la condition (17), c’est-k-dire , suivant que cette va- 
leur vériGera la formule (17) ou la formule (ig). 

Soit enGo m = 6 . On trouvera n = 6 ou n = a, suivant que p — 1 sera 
divisible eu nou divisible par 3. Dans le premier cas, la condition (i3) donnera 
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r 

A = I , (mod.p) . 


Dans le teeond caa, celle conditioa se tronrera réduite à la rormuio (17). Donc, en 
vertu des principes ci-dessus établis, si p — n’est pas divisible par 5 , l’équiva- 
lence 

(»7) sb* = A, (mod.p) 

J 

admettra deux racines distinctes , on n’on admettra aucune , suivant que la valeur de A 
vérifiera la formule (17) ou la formule (ig). Mais, si p— 1 devient divisible par 5 , 
l’équivalence (27) admettra six racines distinctes, ou n'en admettra aucune, suivant que 
la condition (sG) sera ou ne sera pas vérifiéo. 

Généralement , si l’on suppose m = n, n étant un diviseur de p — 1, l’équi- 
valence (1) , réduite à la forme 

(ï8) ^'~A, (mod.p),_ , 

admettra n racines distinctes , respectivement équivalentes aux quantités (16), ou n’en 
admettra aucune, suivant que la condition (i 3 ) sera ou ne sera pas vérifiée. 

Sil’onsupposo A = i, ou , ce qui revient au même , s=o, ontronvera u = o. 
Dans ce cas, la condition (i 5 ) sera toujours vérifiéo, et l’équivalence (1), réduite à la 
fonne ' 

(ag) (mod.p) 

n’admettra point d’autre racine que l’unité , si m est premier b p — 1. Mais, si le 
contraire arrive , en nommant toujours n le plus grand commun diviseur de m et 
de p — I , on obtiendra , pour racines de l'équivalence (sg) les difliérents termes de la 
suite 

O (a-i)£:i 

n ' ' m 

( 3 0) r = I , r , r , r 

qui seront en même temps racines de l’équivalence = 1 , (mod. p]. On arriverait 
directement aux mêmes conclusions, en ajant égard au théorème S de l’article précédent. 

Si , pour fixer les idées , on prend successivement m = a, m=:S, m = 4 > etc... 
(p étant > a), on reconnaîtra 1.* que l’équivalence 

( 3 1) (mod.p) 

admet toujonrs deux racines distinctes , savoir -4- 1 et — 1 ; s.* que l’équivalence 
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(5*) (mod.p) 

% 

admet deux raciaea diilinctei de l'anité , lorsque p — i eit diTitible par 3 , et la 
»eule racine i dana le cas contraire ; 3.* que l'équivalence 

(53) (mod.p) 

admet les seules racines 4* > et — i , lorsque — ~ impair , et de plus deux 

autres racines distinctes, lorsque ^ est un nombre pair; etc 

Il est bon d’observer que , si /d diSbre de l'unité, il suffira de multiplier par r'' 
les quantités (5o) , pour reproduire les diverses racines do la formule (i). 

Observons encore qu’étant donnée une équivalence complète du second degré 


(54) a,æ* 4-“>* + »iz=: 0 , (mod.p), 

dans laquelle a, , a, , a, sont des nombres entiers, et p un nombre premier im- 
pair qui no divise point a, , il suffira de poier 

(35) x = (mod-p). 


et de diviser ensuite par a, les deux membres de la formule (34) , pour la réduire è 
l’équivalence binôme 

(36) y'^A = a, (mod.p), 

A désignant un nombre entier choisi de manière que l’on ait 


(3ÿ) 


a,*-4a«a» 

4«. 


(mod.p).' 


D’ailleurs l’équivalence (36) admettra deux racines distinctes , ou n’en admettra aucune, 
suivant que la valeur de A vérifiera la condition (17) ou (19). Donc , par suite, l’équi- 
valence (34) admettra deux racines distinctes, si l’on a 


(38) 


(<i,’ — 4(».a,) 


’ = (4".) 


p-1 


(mod.p). 
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oa I ce qui revienk aa même . 

p-i 

(5g) ‘ (o,*— 4a,a.) , (mod.p). 

tandit que U même équiraleace n'admeltra point de racinu dan* le ca> contraire. 
CoDceront, pour fixer lea idée*, que l’équiralence (34) coïncide arec la (uiranle 

(40) + t=o. (mod. 11 ). 

La condition (Sg) , ou 

(41) 5’= » . (mod. Il), 

sera remplie. Donc l’équiTalence (4o) admettra deux racine* distincte* , qui le confoo' 
dront nécessairement arec deux des racines de la fonnnle 

— 1 = 0 , (mod. 11 ). 

On trourera eflectirement ' 

— I =(x’+*— !)(*• — '3ai* + 5®« + 5aî> + a*’+*+ i), (mod.ii). 
O’ailiear* il sufiSra de poser 

(4*) *=7 — i = 7 + (mod.ii), 

pour réduire la formule (4o) à l’équiralence linome 

r* + »9 = «>. (mod. Il), 

• 

ou , ce qui revient eu même, k la suivante 

(45) 7’ = — *9 = 4, (mod. Il); 

et , comme on tirera de celte dernière 

(44) r=±*. 

la formule (4a) donnera . 

(45) * = 5 ± s . 

Donc 

(46) x = 5 — X:=S, et x — (mod. 1 1 ) , 
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«eroDt les deux racines de réqniralence (^o) , ce qni est exact. 

La méthode par laquelle nous avons déterminé ci-dessus le nombre des racines dis- 
tinctes d’une équivalence binôme ou d'une équivalence du second degré était déjà connue, 
et peut se déduire , comme l'a remarqué M. Libri , des principes exposés dans le premier 
paragraphe. Ainsi , en particulier, si n est un diviseur de p~i , eu sorte qu’ori 
ait ... 

t. 

( 4 -) p — i-=nw, 

la division de — i ou x"* — i par x" — A donnera pour quotient 

X 4- 4- ...+ -I- ^ , 


et pour reste — t. ' Donc , en vertu des principes que nous venons de rappeler, 
l'équivalence (a8) admettra n racines réélles, ou n’en admettra aucune, suivant que’ 
la condition 

(48) ^*— 1 = 0 . (mod.p) ^ 

sera uu ne sera pas vérifiée. Or la condition (4S) ne diffère pas de celle que présente la 
formule (i5). ’ ’ 

Ajoutons que, pour ramener la résolution de l’équivalence (i) à la résolution de l'é^' 
quivalence (lo), qui est du premier degré seulement , il suffit do connaître la valeur de 
< déterminée par la formule (4). On y parviendra sans peine , quel que soit A , si 
l’on a formé une table dans laquelle aux nombres 

. i ; I ■ ■■ ' 

(5) O , I , a , 5 P — a 

J 

correspondent les diverses puissances de r dont les degrés sont indiqués par ces mêmes 
nombres , ou plutôt les restes qu’on obtient en divisant les puissances dont il s'agit par 
le nombre premier p. On peut placer dans la première colonne de la table ces restes 
qui , rangés dans un ordre convenable , seront respectivement égaux aux nombres 


P— 1 


puis, en considérant chacun de ces derniers nombres comme une valeur particulière de ^ 
A, écrire à sa suite la valeur correspondante do £, qui représentera ce qu’on nomme 
Vindict do A , ou d’un nombre équivalent à A . dans le système dont la base est > 
r. Cela posé, il est clair que, relativement à un nombre premier p , il existe autant | 
de systèmes d’indices qu’il y n de racines primitives, ou de nombres entiers, premier,* 
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h p, et inférieur) k p. Dan) chacun de ces tyslèmes , le) indice) jouiuent de pro- 
priété) analognc),k celle) de) Jogarilhme). En rflet, soient i, j , h les indices de 
deux nombres entiers A , B et de leur produit AB , en sorte qu'on ait 

(4g) A^r', B'—r{, AB^r^, (œod.p), 

r désignant une racine primilire do p. On tirera des équivalences (4g) 

(5o) , (inod.p), 

et par suite [attendu que la formule ( 6 ) entraîne toujours la formule ( 7 )] 

( 61 ) •! * = (mod.p— 1 ). 

Donc, si l’on représente l’indice de A , h l’aide de la lettre caractéristique 1 , par 
la notation l(A) , on aura 

(5)) I(/ffi) = l(B)+l(B), (mod.p — 1 ). 

On trouvera de même 

I {ABC) = I {AB) + I (t^) = l (/l) -j. I (fi) + I (C) . (mod. p — 1 ) . 
et généralement 

(53) l(/<fiCD...) = I(W)-j-I(fi) 4 -I(r) + I(D)+cte... . (mod.p— i). 

quel que soit le nombre des facteurs A , B , C , D, ... Si , ce nombre étant désigné 

par m , les facteurs A , B , C , D , deviennent équivalents à une même 

quantité x , la formule (-S5) donnera 

(54) I (a:") = m I (a:) , (mod.p — 1 ). 

On peut donc énoncer la proposition suivante. 

L'indice du produit de plusieurs nombres est i<fuivalent à la somme de leurs indices, 
sut'vani le module p — 1 . 

L’indice d'une puissance du degré m est é<fuivalent , suivant le module p — 1 , 
à C indice de la racine multiplié par m. 

En vertu de la dernière proposition, l’équivalence (■) entraînera la formnle 

IV.*’A5aâB. 56 
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de laquelle on tirera 

(56) 


( ) - 

ml(3i) = I(/d) , (mod.p — i) , 


(mod.p — i). 
m 

L’dquiralence (56), dans laquelle I(x) eit précisément la plua petite des valeurs 
posilirea de «, propres à vérifier la formule (lo), montre comment, à l'aido d’une 
table d’indices, on peut résoudre l’équivalence (i). [Voyet, pour plus de détails, l’ou- 
vrage de U. Gauss , intitulé : DistfuitUiotui Arithmeticte}. 

Observons enfin que toute équivalence du second degré, étant réductible à une équi- 
valence binôme , pourra encore être résolue , si le module p est un nombre premier,; 
b l’aide d’une table d’indices dans laquelle on aurait pris pour base l’une quelr^onque 
des racines primitives de p. 

En terminant ce paragraphe , nous ferons remarquer, avec M. Gauss , qu’il est facile 
de résoudre l’équivalence (i) , toutes les fois que, la condition (i5) étant remplie, les 

nombres m et — — ^ sont premiers entre eux. Alors , on [elTct , on pourra trouver 

deux quantités entières v , w propres à vérifier la formule 

te , ’ 

(57) mu> v = i: 

' " n 

et comme on aura par suite, eu égard k la condition (i5) , 

p-i 

i + — « ma 

(58) A=A * =/< , (mod.p) , 

il est clair qu’on résoudra l’équivalence (i) , ou 

(5q) as* = /<"*, (mod.p) , 

en prenant 

(60) x = A', (mod.p). 

Considérons, pour fixer les idées, l’équivalence 

(61) = (mod. s5). 

Dans ce cas , on trouvera n = a , et la condition ( 1 5) , réduite k 


k 
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5 " = J , (mod. s3) 

tcra remplie. De plus, les oxpotanls ii, G étant premiers entre eux, on pourra 
choisir V , n> de manière è rérifier la formule 

1 IV 4- > = > 


à laquelle on satisfait en prenant v = i , tv = i . Par suite , on résoudra la formule 
(Gi) en supposant . 

(Gs) ®=5*H9i (mod. s3), 

S 

ce qui est exact. Ajoutons que, le nombre n étant égal k a , l'équivalence (Gi) 
admettra seulement deux racines distinctes , savoir , 

(G3) ® = a = — 9 = >4. (mod. s3). 

En général, lorsque le carré de n ne divise pas p — i , l’équivalence (i) peut tou- 
jours être résolue par la méthode que nous venons d'indiquer, et les formules ( 67 }, ( 60 ) 
donnent 

-L}. + £:iv| 

(64) « — /<’"* " (mod.p), 

V étant choisi de manière que la quantité 



soit entière. Par suite, si p — 1 n’est divisible qu'une fois par le nombre s, on vé- 
rifiera l’équivalence 

(ao) = (mod.p), 

lorsqu’elle sera résoluble , en prenant ' 

"r 

(65) x — Â' ^ ~A , (mod.p). 

De même , si p — 1 n’est pas divisible , ou , s’il est divisible une seule fois par le 
nombre 5 , on vérifiera l'équivalence 

(*5) (rood.p) , 
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suppoiée résoluble, en prenant, dans le premier cas. 


(66) 

;(i + a(/)-i)] ^ 

— A , (mod.^) p 


et , dans le second 

cas a 


(C7) 

"t- 

03— , (mod.p) , 


ou bien 

• 


(68) 

X — A 1 (mod. p) , 


selon que p — I divisé par g donnera pour reste 6 ou 5 : etc.... 
eiemple , on résoudra la formule 

.. Ainsi, par 

(6g) 

æ’ 3:;^ la , (mod. a 5 ) , 



en prenant 

(70) I s 8'°, 5 ‘*^ 3 ® = ) 5 , (mod.a 3 ). 

Toutes les fois que le nombre n se réduit è l’unité , la formule ( 64 ) donne 

(71) , (mod.p)p 

V étant choisi de manière que la quantité 

»+(p-0» 

m 

soit entière, et cette formule détermine la racine unique do l'équiraleuce (1). Mais, 
lorsque le nombre n surpasse l’unité, p — i n’étant pas divisible par n', l'équi- 
valencc (i) admet plusieurs racines, dont une seule est déterminée par la formule (64); 
et , pour les obtenir toutes , il suflit de multiplier le second membre do cette formule par 
les diverses racines de l’équivalence (19), ou, oe'qui revient au même, de la suivante 

(7a) a:*=i, (mod.p). 

D’ailleurs , si l’on suppose n = a , la formule (7a) , réduite è 

( 3 i) a:’ = i, (mod.p) 
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aura pour rnciiics — i et -|~ >* Donc, si p — i est divisible une :»oule fois par le 
nombre s , J*équivaleiice 

(*o) (mod./>) 

admeltra les deux racines ' 

(7^) X“ — (iiimK /i). 

V.. 

Ainti, par exemple, on résoudra la rormiili: 

(? 4 ) *’^ 5 , (iiind. Il), 

en prenant 

(75) a: = 3 ‘ = 5 , ou as = — 5 = 6 ,'\.(uiod. 1 1) , 

et la formule ■ 

(76) x'^ — 3 , (niod. 3 i), 
en prenant 

(77) * = 3 * = »o. ou x = — ao=ii, (mod. 3 i). 

Ü'autre part . si l’on a ' n = 3 , la formule (71) , réduite i 

(ôa) (mod.p) 

donnera 

(78) •* = I . {mod.p) , 
ou 

(79) ®*+»+i=o. (raod.p) , 

par conséquent 

(80) (*®+i)’ = — 3 , (iDod./>]i 

et, comme, en supposant p — 1 divisible une seule fois par le nombre a , on ti- 
rera de la formule (80) 

■ -£±'_ 

(8t) *a:-l-i=±( — 3 ) * , (mod.p), 

il est clair que, dans celle hypothèse, les trois racines de l’équiralence (3») seront rcs- 
pectirement 
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( «78 ) 


( 8 «) 


P-f I 

X— 1, g— — - 

a 


.- -' + (-3) ♦ 
' a 


, (mod.p). 


Donc , ti P — I e>t divisible une seule fois par chacun des nombres a et 5 , l'é- 
(juivalenco 

(ï3) (mod.p) 

adniellra trois racines qui seront respectivement 


p+' 

(85) x = A ^ , 
ou bien 

v+« 

(84) x=A 9 


e+* 


r+> 


9 , *= 9 .(nwd.p), 


» 


I±L 


ap + i 






xp4-i • 


■yf 9 ,(mod.p), 


selon que p — i, divisé par g, donnera pour reste 6 ou 3. Ainsi , par exem- 
ple, les trois racines du l’équation 

(85) a:* = 4. (mod. 3i) 

seront 

(80) a: E4’ E i6 , a:E — i6E5.iGï-i3, xE— — — i6E-C. i 6E-3, (mod.3i). 

Si, la condition (i3) étant remplie, les nombres, m, — — ^ cessent d'être premiers 
entre eux, et, si l’on désigne par u leur plus grand commun diviseur, le nombre 
— sera premier â — - — , et I on pourra trouver deux quantités entières r , w 
propres h vérifier l'équation 
( 8 ;) ' 


On oura par suite, eu égard b la condition (i5) , 

f-' - 


( 88 ) 


1 + : 


A = A 


~A 


et il est clair qu’on résoudra l’équivalence (i) en clioisissant x dp manière à vérifier 
la furmulc 
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(89) 1'’ = /'/"', (mod.p) , 

de laquelle od tire 

m m . 

/ u\ M W 

X =\x ) =A ~A, (mod.;>). 

D’ailleurs l'équiTalenco (89) sera du nombre de celles qui peureul £lre résolues. EncllVl, 
U, dirisant b la fois m et par conséquent m et p — 1, sera diviseur de n. 

Doue la formule (i 3 ) entraînera les suivantes 



Or la formule (91), semblable b la formule (i 3 ), exprime précisément la condition b 
laquelle doit satisfaire, pour qu’on puisse résoudre l’équivalence (89). 

Il est bon d’observer que , m étant diviseur de n, u’ sera diviseur de p — 1. 
Donc il est toujours facile de réduire l’équivalence (1) du degré m b une autre équi- 
valence dont le degré » soit la racine d’un carré qui divise p — 1. Lorsque p — i 
n’o(Tre pas do diviseurs carrés , dont les racines divisent l’exposant ns , le nombre u 
coïncide avec l’unité, et la formule (89) ou (60) fournit une racine de l’équivalence (l). 


§ 3 . Sur la résolution des équivalences du troisième et du quatrième degré. 


Étant donnée une équivalence du troisième ou du quatrième degré, on peut, b l’aide 
de la méthode exposée dans le premier paragraphe, décider si celle équivalence admet 
autant de racines distinctes que son degré renferme d’unités. Dans le cas contraire , on 
pourra toujours , b l'aide do la même méthode , ou s’assurer que l’équivalence proposée 
n’a point de racines, ou la réduire b une équivalence de degré moindre. Pour cette raison 
nous nous bornerons , dans ce qui va suivre, b considérer les équivalences du Iroisiènie 
ou du quatrième degré qui admettent trois ou quatre racines distinctes. 
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Contidérons d’abord une éc|iiivnlcncc complcllo du Iroiiième degré ou de b forme 
(i) ■+ <ï,x* + «.* + <*i = O I (mcd.p) , 

P désignant un nombre premier, et a., a, a,, uj des quanlilés entières dont la 
première ne soit pas divisible par p , ou même des quantités rationne Iles. Si l'on fait 


(») JB ^37--—. (lood.p), 

la formule (i) deviendra i . 

(5) ■ J'’ + fi7 + t' = o, (mod.p) 

B . C étant des quantités rationnelles que l’on pourra réduire è des quantités entières. 
D’un autre côté , si l’on désigne par 

• »• , . «s 

les racines de l'équatioa 

M) y' + Bjr+C = o, 


et par f, une racine primitive de la suivante 

(à) x*= I , 

P, , p, seront les deux racines de 


(6) 

et l’expression 

(7) 


x’ -I- 1 + I = o , 


( "i n. + s'ns 

“"S 


considérée comme fonction des racines des équations (4) , (5) , n’aura, comme l'on sait, 
que. deux valeurs distinctes, savoir, 


(8) 



», +p»i +p 
_ 





qui serviront elles-mêmes de racines à la réduite 

B’ I • 

(qt n*4-Cu — — = 0 . 

a; 

Cela posé , concevons que l’équivalence (5) admette trois racines distinctes 
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y, , y. yi , 

et t|ue le nombre p — i >oit diritible par 5.. L’é<|uivalenco 
('o) 2 c*=i. (mod.p), 

oQrira çlle-inômc trois racines distinctes, dont la première sera l’unité , les deux dernières 
étant propres è vérifier la formule ' 

(it) a:*4-®+t=o, (mod. p). 

Si l’on nomme r l’une de ces deux dernières , l’autre sera représentée par r *, et si 
l’on fait 

(.s) = („od.p). ■ 

U, , U, seront, en vertu du théorème 17 delà pa^o s5o, les deux racines de l’équiva- 
lence du second degré 

B' 

(i3) U' + Cu 0 ■ (mod.p). 

*7 “ 

Comme on aura d’ailleurs 

Il +"J = O > 

(•4) { (« 1 +f’»0(»i + + =>!i’ + s.*-|-«>’ — s,a. — s,ai — ».»* 

= — + = — 3B , 


le corollaire i." du théorème 17 de la page s5o donnera 


J^-{- 3 r• + y^ = o, (mod.p), 

(j. + ’’/• + r Vt) (>• + '■*7'. + '•J'j) = — . (mod.p) . 


A l’aide do ces formules, on réduira la résolution do Téquittilence (i) ou (3) à la réso- 
lution de deux équivalences du second degré, et d’une équivalence binôme du troisième 
degré. En clTct , supposons ‘ , 


(.6) = y-Hr-y.frys 1 .• • 

5 3 

Il suffira , pour déterminer v, , de résoudre 1 .* les équivalenoea du second degré (i 1 } 
et (i3), x.* l’équivalence binôme du troisième degré 


<•7) - 

IV* sanéa. 


«>i’ = «i. (mod.p) , 


57 
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aprè* quoi l’on déterminera , ai B n'eat paa diriaible par p , k l’aide de la 
formule 90,», = — 55 , ou 

(18) = (mod.p), 

et Ji > ytt ^ l’aide des formulea 

y.+y.+yi — °> y. + ry. + r'jt^iv.. y. + r’y, + ry, = iv., (mod.p), 
deaquelles on tire 

{19) + J'. =*”«•+»•»’•• + '•’»'•> (mod.p).’ 

Si B dereniU diviiible par p, l’une dos racines de l’équiralence (1 3 ) serait équi- 
ralente k zéro, et en désignant par u, l’autre racine, ou deyrait k la formule (17) 
joindre la suisanto 

«, = o, (mod. p). 


Il importe d’observer qu’en vertu des formules (la) on aura 


(so) U, — U. = (/. — y.) {y, —yi){y.-yt)- 

Donc, puisque chacune des équivalences ( 3 ) , (10) admet, par hypothèse, trois racines 
distinctes, et qu’en conséquence aucune des dilTércncea r — r’, y, — y, , y, — yt , 
—yt n’est équivalente h zéro suivant le module p , la dilTérence u, — u, ne 
sera pas non plus équivalente k zéro , et la formule (i 3 ) oflrira encore deux racines distin- 
ctes. Cela posé, la condition ( 38 ) du paragraphe s donnera 


(»>) 


(■T+'fr) ’=•’ 


De même, l'équivalence (17) devant être résoluble , et p — 1 étant divisible par 3 , 
on tirera de la formule (1 3 ) du $ a 


F-' 

' ~r 

(aa) «. — I , (mod.p) , 

et par suite , si B n’est pas divisible par p , 

f-t ft / B\P—' 

S s / i rrJ 

(s 3 ) «. -+-0. =u. +|— j =u. H — =i + i=a, 

(mod.p). 
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D’tatre part, on aora, en rerlu du théorème lo de la page a5g. 


(* 4 ) 


“i + “• + «t • 


», , U, déligoant lea deux racinea de l'équation (g) , dont lea raleura aeront 
Donc la formule (a3) pourra être réduite k 




ti 


C /c- B‘\i 

1 * + 


* U *7 i 

( ^ a ^\4 



= a , (mod. p) . 


ou , ce qui rerient au même , k 

P- 

r»\ 3 


p-u 


(/>-i)(p-4) n 

C)^ IC' B*\ 

1 , (/>-0(/'-4)(p-7)(p->o)| 

JC.’T.ç. 


5.6 [• 

»/ \4 ^*7^ 

' 3.6. g. 1 s ' 

^•/ V 4 

37 / 


■relc... — I , (mod.p). 

Ainai , loraque , p — i étant dirisihle par 3 , et D non diriaihle par p , l'é- 
quiralence (3) admet troia racinea diatinctea, lea raleura dea qnanlitéa B , C rérilient 
lea conditiona (ai), {*7)- Réciproquement, ai cea condilinna aont rérifiéea , p — i 
étant loujoura diriaihle par 3 , et D non diriaihle par p , chacune dea équira- 
lencea (i) et (3) admettra troia racines diatinctea. En effet, eu égard k la condition (ai), 
l'équiralence (i3) sera résoluble. Désignons par u, , u, ses deux racines, et bisons 

' • 1 . 

1:1 

s 

u. =; * . 

La condition {^y) ou (s3) donnera 

* + — = a , (mod. p) , ■« 

on , ce qui rerient au même , 

(*— t)’ = o. (mod.p), _ ^ 

et par conséquent ' ^ “ .'•) 
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■ I • 

î=i, (mod.p). 


I -i- I 


Donc la condition (s») sera clle-mûme remplie, et l’équation (17) sera résoluble. Cela 
posé , les formules (18) et ( 1 9) fourniront évidemment dos valeurs do y, , y, , yi pro- 
pres à vérifier l’équirakncQ ( 5 ), . ■ > 

Si , les conditions (ai), (37) étant remplies , le nombre p — 1 n'est divisible ni par 
4 . ni par 9 , la lésolutiof des équivalences (u). (| 5 ), (17)^ dont les deux premiers 
peuvent s’écrire comme il suit : 


(a8) 

(»9) 


(a®+i)*— — 5 , (mod.pj , 
(«+ -1- . (mod. p) , 


On pourra 


et par conséquent la résolution des équivalences (i) ou ( 3 ) s’elTectaeront sans peine à l’aide 
des formules (67), (fiS), (69) du paragraphe précédent. 

Pour montrer une application des principes que nous venons d’exposer , considérons 
l’équivalence 

(ôo) ac’ — -ôaj’+'S® — 1^0, (mod. 3 l). , 

Dans ce cas , le nombre p — i = 3 o sera multiple de 3 , sans être divisible ni par 
4, ni par 9, et l’on vérifiero la formule (11) ou (»8) [veyex les formulea {77) du 

§ a], en prenant aa:+i=±ii, par conséquent œ=s — ? ‘ * 

Q 

donc supposer 

(3i) r = — 6. 

a 

Do plus, si l'on fait 

( 5 a) œ = 7'-f =j^+ 1 , 

la formule ( 3 o) deviendra 

( 53 ) (mod.Si). 

I 

Ën comparant cotte dernière h l’équivalence ( 3 ) , on trouvera 


( 34 ) 


.B=ia, C=ia, 


(55) — — 6, + — 6* 4-4> _ 5 + a := 7 , (mod.3i). 
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(i i85 )i 

Cela posé, le» condition» (at), (« 7 ) donneront • 


(56) 

fl 


- 7’ 


, (moiL)»)^, 


^.i±0 6^7 + -^^^6^7• + -^^î^ 

i.a i.a. 5.4 i.a.3.4 , i.a j ' ■ 

uu< eu qui reviont au rnÉnie [attendu que l'on aura G* — — 1 .. 
tn. 9 . 8-7 


lO.q 

-rr—^-y 


l.a. 3.4 ^ 


] 


•t 


i,(niod.3t), 



( 5 ÿ) — 6 + *.6*.7’ — a + *• G-7 + 7’ +'a.7'^ 1 . (mod.Si). 

1, ; • . ; 

Or les forniulos (56), ( 37 ) étant rériGée», ou doit on conclure que l’équiralence (5o) 
ou (33) admettra troi» racine» distincte». ElTcctiveuicnt la formule (i3) ou (aq) deviendra 


(58) (u + 8)’^7.< .(ujod. 3i), 

‘ 1 

et l’on en tirera [voyei le» formule» ( 73 ) du § a] 


(5g) “ + 6 = ± 7 *^±to„ (mod.Si). 

On pourra donc supposer 

( 4 o) U, = 1 0 — 6 = 4. 

et l’équivalence (17) , réduite il ■ 

(40 t>i’ = 4. (inod. 3i), ■ ■■’ • 

aura pour racine» [voyez le» formule» (86) du § a] le* troi» quantités 16 , — 3 , — i 3 . 
Cela posé, on pourra prendre 1 

(4») — 3. r*e.'— — j3, (inod. 3i), 

et, comme on tirera de la formule (18] ^ 

(45) = (mod. 8 ,}. 

or, 4 

on trouvera encore 

- ■••1 

(44) *,= — 8,' rt»,^— i^f r*e,= — 9, (mod.3i). 
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Donc enfin lei formalei (i g) dooDeront - . >■ , . 

(45) — 8 = 8, j'.5— '5 — i4S4> ytE — 3 — 9E — •*. (mod.3»)- 

Ainii réquÎTaleace (33) aura pour racinea 

(46) J=8, y = 7^—1* . (tnod. 5i), 

ce qui eat exact. Lea racines correspondantes de l'équivalence (3o), calculées k l'aide de 
la formule (3a) seront évidemment 

(47) ir^ii , — 9> (mod.3i). 

Considérons maintenant une équivalence complète du 4>* degré ou de la forme 

(48) a,it + a,x’ + a.a!* + aia! + <*4 = o . (“><><)•/>)• 

P désignant un nombre premier, et a, , a, , a, , ay , a^ des quantités entières dont 
la première ne soit pas divisible par p , ou même des quantités rationnelles. Si l’on 
fait 

(49) — (inod.p), 
l’équivalence (48) deviendra 

(50) jr* + Bjr' + Cjr + D = o , (mod.p), 

B , C , D étant des quantités rationnelles que l’on pourra réduire è des quantités en- 
tières. P’un autre c6té, si l’on désigne par 


a< > > SS , 

les racines de l’équation 

(Si) y^ + By'-\-Cj-\-D — o, 

l’expression 

( Si-». + S3-S4 \ ’ 

— 5; — ) ' 


considérée comme fonction de cea racines, n’aura , comme l’on sait, que trois valenrs 
distinctes, savoir. 


1 s,-s,+»i-S4 

( s,-s.-as+S4 \ • 

[ «.+».-S3-»4\ 

[ » i ’ 

V a « ) \ 

''Ma) 
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qui lerTiront de racinei k la rddaito 

(63) tt’ + *^“’ + (■®* — — C’ = o. 

Cela poad, conoeTon» que l’équiraleDCO (5i) admette quatre racinet dUtioctea, 

, 7 . • J'- - /> • J'4 

et faisons 

(54) = (mod.p). 

Ut ■ U. , U] seront, en rertu du théorème iG de la page a4l^> les trois racines de l*é- 
quiralence du troisième degré • 

(55) + + — iD)tt — C‘^o, (mod.p). 

Comme on aura d’ailleurs 

s, 4" "• + ”» + "4 = ° > 

(a, — », + aj — » 4 )(»i — a. •— »3 +a 4 )(ai + ». — ai — »♦) = — 8C , 
on trouTcra encore 

J'.+r.+J'J+J't^o» (mod.p), 

-73+J'4)(;'t+J’, — J-I- 


(5G) 


(57) 


Î j'.+rt+j'j- 
(r> — +/> — /4)(7i —!• 


A l’aide de ces formules , on réduira la résolution de réquiraleiico (48) ou (5o) il la ré- 
solution de deux équivalences binômes du second degré , cl d’une équivalence du troi- 
sième. En elTut, supposons 

(58) e. = .. . ... ^ 

Il suflSn, pour déterminer v, , v, , de résoudre 1 .* l’équivalence (55) , qui est du 
troisième degré, a.* les deux équivalences du second degré 


( 59 ) 


— U. , (mod.p) . 


après quoi l’on déterminera ' t’i , si C n'est pas divisible par p , 5 l’aide de la 
formule 8t),v,ei =— 8f , ou 

_ C 


(60) 




, (mod.p). 


et J'i • 7', , 7> • 74 è l’aide des formules 
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..1 

r. 4-7. (moj p). ■ '■ 

! ï» —}• +^"5 — ^4^ »'• //i “ yr-f-rirE***» 

desquelles on lire ■ ' ‘ • v i" i ■ . 


( 0 .) 


(Ga) y.- . y. = ^r■y^ y^- ^ , (mod.pj. 

Si C devenoil divisible par p, l’une des racines do l’i^ivaleBce (55) l’évanouirait, 
et, en désignant les deux autres par u, , u, , on devrait aux formules (Sq) joindre, 
non |dus In formule (Co) , mais la suivonto 

i’j = o, (mod.p). ■ . 

Il est bon d’observqr que l’on a , en vertu dos formules (54) , , 

(65) H.-i/.E(r.-y.)(7i-74), u.-«jE(j-.-/4)(^j- 7.), (“<»*• pi’ 


On peut en conclure que, si l’équivalence (5o) admet quatre racines distinctes l’une de 
I autre, l'équivalence (55) admettra elle-même trois racines distinctes. Si l’on fait d’ail- 
leurs 

(G4) = (mod.p), 

et do plus 

(65) E~ — F ^ (mod.p) , 

l’équivalence (55) deviendra i . . • , 

(G6) EU J (mod.p). • 


Supposons maintenant p — i divisible par 3. On po u rr a déterminer les trois 
racines de I équivalence (66) correspondantes aux trois valeurs de u qui vériOent la 
formule (55) , en suivant la luéthwle par laquelle nous avons résolu réqnivalonce (4) > 
et , comme les trois racines de l’équivaknce (66) seront dnlinetes l’une de l’eatro , si 
I équivalence (5o) offre elle-même trois racines distinctes , il est clair que les quantités 
U , F satisferont alors généralement aux conditions qde l’un déduit des formules (sf) et 
(“/)) y remplaçant B par F et C par F. Ou aura donc, en adroeUant. que 
l’équivalence (5o) offre quatre racines distinctes, , 

* ' I» » , -ï * •% ■ i. .'< ■ 


(67) 


tl 

/ F> K' \ ■ , , 

(— + — j (“Od-P), 
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tÿ. 


^-iS 


\lF\i , _ (P->)(/>-4)(/>-7)(p-io)/’F\T/f. £i\. 

w Ut] ^ 3.6 iTj sreTirr^ It] It 

l + elc. ^ 1 , (mod. p) . 

On doit toutefoii excepter le cas o6 le coelEcicnt E derieodraît diVisiblo par p. De 
plus, chacunc'des furmoles (69) devant £trc résoluble, on aura encore ,si C n’est pas 
équivalent è xéro . 

ifri £il 

a a 

(69) «I z=. ' ) = I , (mod.p) , 

H par coQaéqueut 

(70) Ui ’ ’ = 1, (mod.p). 

Cela posA, concerona que réliminatioD do u entre Jet équations 

£Ü. 

(7t) «' + aflu* 4 -(fi*— 40 )u— < 7 * = o, F=tt ’ , 

produise une autre équation de la forme 

(7>) F' + GF' + UF + I=zo. 

On aura identiquement 

(73) F^ + GF' + HF+I = {f-u. ’ ){f-u. ’ — 

et par suite 


( 74 ) 




£:i ü 

a > a 

+ «. + «s 


), 


1:1 !zl £:! 1:1 />-> r-» 

U a a a s ai 

a = u, U. +0, uj +«, 14 , 

Li t:! tj± 

1 r lia a 

\ /= — tt, U. Ui = — (C’) == — 

puis on conclura des formules (74) , combinées avec les formules (69) , (70) , 

^ = ^ = 3 , (mod.p) , 


( 75 ) 

et 


IV.* ARIfiB. 
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(7C) = (mod.;)). 

Donc , en définitive, les conditions (O7), (68), (76) doivent être vérifiées toutes les fois 
que, P — 1 étant divisible par 3 , et C, E non divisibles par p, l'équiva- 
lence (48) ou ( 5 o) ofiVe quatre racines distinctes. Quant à la condition (76), il est inu- 
tile d’en faire mention, puisque, dans le cas dont il s’agit, elle sera toujours remplie. 
Donc, s! les conditions (67), (68), (76) sont vérifiées, p — 1 étant divisible par 5 , 
et C, E non divi.sibles par p, l'équivalence ( 5 o) et par suite l’équivalence ( 48 ) 
olTriront quatre racines distinctes. Un effet, les conditions (67), (68) étant vérifiées, 
chacune des équivalences ( 33 ) , (66) oITrirn trois racines distinctes l’une de l’autre. Dé- 
signons par ti, , U,, U] celles de CCS racines qui appartiendront à l’équivalence ( 55 ). 
I.,es quantités 

e-' P-' P-' 

sus 

(77) ». . O. . «1 

seront les trois racines de l’équivalence 

(78) //f-f /=o, 
qui , en vertu de la dernière des formules (74) > deviendra 

(79) y'> + -JrUE — CP-'=o. 

De plus, les conditions (76), (76) étant remplies, la formule (78) deviendra 
K> — 3 f>-f Sf'— 1=0, 

ou , ce qui revient au même , 

(80) (f'-i)> = o, 

et scs trois racines seront équivalentes à l’unité. Donc les quantités (77) vérifieront les 
conditions (6g), (70), et les formules ( 5 g) seront résolubles. Cela posé, les formules (60) 
et (fia) fourniront évidemment des valeurs de y, , y, , yt , y^ propres à vérifier l’é- 
quivalence ( 5 o). 

Si, les conditions (67), (68), (75), (76) étant rflQplios,Ie nombre p — i n’est divi- 
sible ni par 4 > ni par g , lu résolution dos équivalences (66), (6g) et par suite la réso- 
lution des équivalences ( 5 o) , ( 5 i) s’circctucrcnt sans peine à l’aide des formules (67), 
(68) , (6g) du paragraphe précédent. 

Concevons , pour fixer les idées , qu'il s’agisse do résoudre l’équivalence 
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(8i) a:< + 4®’ + 6*’ + i3® + 7 = 0 I (oiod.Si). 

Mon , en posant ' ' 

(8*) x=y—j=y—x, 

on obUeadra la formule 

(83) + — 3 = 0, (mod.3i); 

puii , en comparant celle formule à réquiralence (5o) , on trouvera 

“v* 

( 84 ) 8 = 0 . <7 = 9 , 1 )= — 3 . 

Cela posé, l’équivalence (55) deviendra 

(85) u* + iau4*>*=Oi 

. lui - I üs 

elle se confondra donc avec l'équivalence (33), dont les racines étaient 8, 4 cl — is, 
en sorte qu’on pourra prendre 

• I* 

. •' ;iii • s 

(86) «1 = 8, «1 = 4. “1 = — >*> (mod. 3i). 

Or les valeurs précédentes de u, , u, , uj vérifieront les conditions (6g) , (70), ou 

(87) 8'* = i, 4 ’’=' J ( — '*)’*= » J (mod.ôi). 

On pourra donc résoudre les équivalences (5g) , ou 

(88) 'Oj‘ = 8, t>,’^4» (mod. 3i). 

On tirera elTectivemcnt de ces dernières, en ayant égard aux formules (73) du $ a , et è 
la condition a ‘ = 1 , 

(89) t». = ±8* = ±ï’* = ±a< = ± 16 , v,=±4’ = ±*'* = ±*. 

Par conséquent on pourra supposer 

(90) V, = 16 , V, = a . 

Les valeurs do t<, , t>, étant ainsi fixées, l’équivalence (33) donnera 

(91) vi = — •^ = — 9 = aa, (mod. 3 i); 
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et l'on tirera dea formniea (6a) 

(9*) 7 i = *o = — 11 , y, = a, 71 = — 4. 74 = — *8=>5> (mod.Si). 

Telle* leront le* quatre racine* de l'équiTalence ( 83 ). Le* racine* corretpondante* de l’é- 
quivalence (Si), calculée» k l'aide de la formule (8a) aeront reapecUvemenl 

(93) > = — la, »=i, a = — S, (B=ia. 

Le* équivalence* (88) étant réacluble*, et le nombre C = 9 n’étant paadivnible per 
3 i , on peut affirmer que, dan* l’exemple précédent, le* condition* (78), (76) *e véri- 
Cent, ou , en d’autre* terme*, que l’équivalence produite par l'élimioation de tt entre 
le* «nivanle* 

( 94 ) U* + >*“+ > ' = ” > ^ = “'*> (mod.3i), 

*e réduit k la formule 

(95) P’i_ 3 r'+ 3 f'— 1=0, (mod. 3 t). 

C’e*t , au re«te , ce dont il e«t facile de a’aiiurer directement. 
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SUR L’ÉQUILIBRE 

ET LE MOUVEMENT INTÉRIEUR DES CORPS 

CONSIDÉRÉS COMME DES MASSES CONTINUES. 


S i.” Formules généralet. 


Dans la recherche des équations d'équilihrc ou de mouTeiueot des corps solides ou 
fluides, on peut considérer ces corps comme des masses continues, ou bien les regarder 
comme des systèmes de points matériels qui s'attirent ou se repoussent à de très-petites 
distances. Dans la première hypothèse , il faut d’ahord établir la théorie des pressions ou 
tensions exercées en un point donné d’un corps solide contre les divers plans qu'on peut 
faire passer par ce mémo point. J’ai développé celte théorie dans le tome II des Exer- 
cices de Mathimatii/uts , et j’ai fait connaître les relations qui existent, dans le cas d’é- 
qnilibre d’un corps solide ou fluide . entre les pressions ou tensions et les forces accélé- 
ratrices. Si , pour fixer les idées , on désigne par x , jr , z les coordonnées rectangu- 
laires d’un point quelconque; par f la densité d'un corps au point {x,jr,z); par 
p't p'i p'" les pressions ou tensions que supportent en ce point et du cAté des coor- 
données positives trois plans respectivement perpendiculaires aux axes coordonnés; par 
A, F, E; P, B, Di E, D, C les projections algébriques des pressions p',p',p'" 
sur ces mêmes axes; enfin par X , Y, Z les. projections algébriques do la force ac- 
célératrice appliquée au point {x,j,z); les relations dont il s’agit seront exprimées 
par les formules 


dA ,dP dE , „ 

_ + _ + _^_pA-=o, 


{•) 


dF , dB , dD , „ 


dB , dD , dC , y 


dans lesquelles m > s sont prises ponr variables indépendantes. Si les diverses par- 
ticules du corps, an lien d’ollrir un éUt d’éq;iilibre , sont en mouvement, alors, en dé- 
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signant par Si: , ^ % les projections algiibriquea de la force accélératrice qui serait 
capable de produire !i elle seisie In mouvcnirnt effectif d’une particule, et prenant x , 
y , t , t pour variables iudépendontes, on obtiendra, à la place des équations (i), celles 
qui suivent 


{«) 


I 


rf.y . dF dE , „ 
dF dB , dD , ^ _ 


dx ^ dy ^ di 


KnOn , si l’on nomrae C , n , C les déplacements de la particule qui , au bout d’un 
temps t, coïncide avec le point {x,y,t), mesurés parallèlement aux axes coor- 
donnés, on trouvera, en supposant ces déplacements très-petits , 


.X = 





et par conséquent les équations (a) deviendront 

dE 


dA dF 

rix dy 




(S)- 


rf*5 

dt‘ 

d'n 


dF dB riD 

dx dy dt ’’ dl 

dE . dV . dC 


+ ÜL + 


dt 


+ pZ = ( 


d't, 

dl' 


Les formules (i), (a), (3) sout les véritables équations d’équilibre ou de mouvement 
intérieur des corps considérés comme des masses continues; et pour en déduire, par 
exemple, les lois de l’équilibre ou du mouvement des corps solides élastiques , il suffit 
de chercher comment, dans ces derniers, les pressions ou tensions A, B, C, D, E, F 
doivent s’exprimer à l’aide des déplacements { , », C. Nous ferons, h ce sujet les re- 
marques suivantes. > 

Soient, au bout du temps t , ' a , p , y les angles que forme avec les demi-axes des 
coordonnées positives une droite menée par lo point (x,y, z) . et représentons par • 
la dilatation ou condensation linéaire • , mesurée suivant cette droite. On aura , en 
supposant que les déplacements $,>■,( soient très-petits , ■' • = ' 
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/ d\ 1 « I 

i t =: — C0S*S4--;- C08’7 

\ ax ay dz 

M) 

Doue le nyslèmo (Icx dilalalions ou condcn$alions liucaires, mesurées ilniis loule» les di- 
rections possibles autour du poiiil sera complètcmciil détcruiiiié , lorsqu'on 

counaitra les valeurs des six quantilés 

^ ^ ‘!1 '3 

' rfj ' dj * dz * dz dy * dj: dz * dj dx ' 

qui, dans lu Ibrniule (4), serreut de coeflicicnls aux carrés cl aux produits des cosinus 
des angles z , p , ■/. Cela posé, admettons , comme nous l’asons déjà lait dans le 3.’ 
volume [page 1C7] que, dans un corps élastique, la pression ou tension exercée contre 
un plan passant par un point donné (æ,y', :) dépende uniquement des condensations 
ou dilatations linéaires autour de ce point, en sorte que le système de ces condensnlious 
ou dilatations étant connu , on puisse en déduire le système entier des pressions ou ten- 
sions exercées contre les divers plans qui renferment le point (.-c.y'.s)*. Lus pressions 
ou teusions 

( 6 ) A, B. C . I). E . F 

devront être des fonctions des seules quantités 

3. 3l 3L 3a.3 3ju3 3^3 

dx' dj ' dz ^ dz dy ' dx ^ dz ' dy dx ' 

et môme des fonctions linéaires , si , en considérant les quantités dont il s’agit comme 
infiniment petites du premier ordre, on néglige, dans les développements de A , B , 
C , D , E , F , suivant les puissances ascendantes de ces quantités , les infiniment 
petits du second ordre et des ordres supéiieurs. Donc alors, en admettant que les pres- 
sions s’évanouissent dans l’état naturel , on trouvera 


* rioti« «Tont indiqué ce principe ^ dent le troisièine rolutne dci E^vtrricu, comme propre i futiruir les équa* 
lions d'équilibre ou de moufcmeot iotécicur d'un corps st'.Udr dont rélasticilé reste la même en toui srni. Mais 
rieo a'empédie d'élcadn: le iuôom principe au cas ob reUslicilé varie djontepasMge d'une direction & une autre. 


Digitized by Google 



( »g6 ) 



I 



A = a. 




"“^■S+‘.f+‘.S+KÊ+f)+^£+î)+K(|+S). 

+'-(î+f)+«'(£+S)+'-(S+S)- 

»=^-+--+-4+MÎ+S)+Më+S)+-«(f+è)- 

'4+-(î+|)+'.(S+ï):+'-(f+a’ 


r~ ‘'5 . ''1 , <<5 


*^5 




t, — e, ^ Cl -|- 
dy 


d\ 


dn 


'' = ^'S + '-ï + '-ë + '.(î + Î7) + ^ë + S) + '‘(S + ï) 


•>■ • b, , c, , cl, . A, , b, , cic. , àtant des coelBcienU qui serunl ilétermiiicis eu chnqiic 
point du Corps, mois pourront varier avec x, y, z. Les équations ( 7 ) et ( 8 ) cnîii’ 
cident avec celles que M. Poisson a données dans son dernier Mémoire sur les corps 
élastiques *. Chacune de ccs équations, prise à part , est de la même l'orme que l'une des 
équations (5), (G) de la page s du présent volume, et rcnrermo six cocIGcients dépendants 
delà nature du corps. Mais il n’arrive plus ici, comme pour les équations (ô),(G) delà page a, 
que quelques-uns des cocfllciuiils i|ui servent à déterminer la pression A soient égaux 
h quelques-uns de ceux qui servent à déterminer chacune des autres pressions B , C , 


* Pour établir lea form»le« (7) et (8} qa'il regarde comme applicable* aa| corp* aolidita élattiqoes» doal let 
molécule* «ODl tié*>pcn écartées de* positioo* qa’ellea occupaient dan* l'état naturel »M. PoUaon part de ce 
principe, que le* prcMtons A, B, i 7 , £, F, relatiTcs an point (x,7>x) , dépendent uniqaemeot dea 
dép'accmcnts relalifs des molécule* dan* le voisinage de ce point et par conséquent des oeuf quantités 

^ ^ rfÇ dn rfn dn rfC dX, 

dx * ’ dt * rf.r * dy * di ' dx * dy * dt ’ 

pnii,en coosidéranl ce* quantité* comme Infiniment petite* du premier ordre, et négligeant les infiniment petit* 
du second ordre , U réduit te» valeurs de A^ D , C, D , By F k de* Fooction* liné a ires des quantités dont U 
s'agit. Enfin il ramène ces roncllon* k la forme sou* laquelle elle* *e présentent dan* le* équation* (7), (Bj , en 
admettant que les pression* s'évanouÎMcnt dan* l'état naturel du curpa, et en obeerrant que cet étal continue de 
•obitislcr, quand on imprime à tous le* points un mouvement commun de roUlioo autour de l'on de# esc* coor- 
donné*. 
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ü , E , F ; et les Irente-eix ooe£BcieaU s, , b, , c, . d, , e, . f, , a, , b, , etc 

sont tous diatincti tes una des autres, ‘ . * 

Si l’élasticité du corps redovicat la même en tout sent, les équations (7) , (8) se ré- 
duiront é celles que j’ai donnéos dans le troisième Toltime [page sio]. Alors, en effet, 
comme je l’ai déjè remarqué [troisième roluine , page 1 67] , trois directions perpendicu- 
laires entre elles, devront, en chaque point du corps élastique, cocrespondre simulta- 
nément aux trois pressions ou tensions principales et aux trois condensations on dilata- 
tions principales. De plus, si l’on nomme t‘, t"' les dilatations ou condensations 
principales, et w', w‘, w"' les tensions principales prises arec le signe ouïes 

pressions principales prises arec le signe — , v', «*, seront des fonctions de 

• qui devront conserver les mêmes formes quand on échangera entre eux les 

axes des <r , y , x. Ces mêmes fonctions doriendronl linéaires, si, en considérant les 
quantités ■*, comme infiniment petites du premier ordre, on néglige, dans 
les développements des pressions , les infinimeut petits des ordres supérieurs ; et alors , en 
supposant les pressions nulles dans^tat naturel , on aura nécessairemant 


( 9 ) 


=«.'4- Kl* -4- Kl"', 
-* = Kc'-|- //.*-!- Kl"', 
»"==K.' 4 -K.* 4 -/ft'", 


H, K désignant deux coefficients qui pourront varier arec x,y, t. Si maintenant 
on fait pour abréger 


(10) 




U représentera la dilatation ou condensation du volume, et en posant d’ailleurs 

\z=II — K, . 


on réduira les équations (10) aux formules (74) de la page 179 du troisième volume, 
c'est-è-dire , k 


(") 


r' = *s'-|-Av, -• = *.* -"'=*s"' + A«. 


Enfin, en raisonnant comme dans le troisième volume [pages 177 et suir.], on déduira 
des formules (i i) les valeurs générales de , 1 , B, C,D,E, F, savoir. 


(la) 'c = A^-fKu, 

as dy d* 

IV.* Aanix. 
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I . ' « 1 » ■ '* / . » l 



I , ■! 


et, en lubulituaDl cet valcara dtni Ict formules (i) ou (3), on obtiendra des é<]u»lioDi 
proprei \ déterminer l’équilibre ou le mouvement dos corps élastiques dont l’élasticité 
reste' la même dans tons les sens. Or cet équations, qui rooferiiient deux coefliicleots 
ft , /T ‘ dépendants de la nature du corps tout précisément les formules (^s) , (^S) de la 
pa^e 17 g du troisième volume. Elles compremieiit comme cas particuliers d’autres équa- 
tions qui'renrcrment un seul coeflicicut, savoir, celles que l’on trouve dans un Mémoire 
de M. Navier, présenté îi l'Académie le >4 mai iSsi, cl dans le premier Mémoire de M. 
Poisson sur les corps élastiques , et celles que j'avais données moi-même dans le Mémoire 

présenté & l’Académie le ôo scplenibro iSas. 

,11 . 

On ne éoil pat oublier, qne; pour établir les éqnelient ( 7 ), ( 8 ), (la), (i3), nous 
avons considéré les corpa élastiques comme des uassogpontioues. Si on les regarde comme 
des systèmes de points matériels qui s’attirent ou su repoussent è do très-petites distances, 
les équations ( 7 ) , ( 8 ) , (■<) , (i3) ne changeront pas de forme. Seulement les trente-six 
coefficients renfermés dans les équations ( 7 ) , ( 8 ) se rédu’iroot aux quinze coefficients que 
comprennent les formules (5), (G) de la page 3 , et les deux coefficients, renfermés dans 
les Quations (la) , (i5) seront liés l’uuè Paulre par la condition 

(l 4 ) ' ‘ ■ ' A = aK, 

en sorte que les équations (is) , (i3) se réduiront aux formules (48) do la page asg du 
troisième volume. Or ce qui pourrait, faire croire qua dans la théorie des corps élasti- 
ques il convienl d’opérer les diverses rédticlinns dont notis venons de parler, c’est que les 
expériences faites sur des corps dont l'élasticité reste è peu près la même en tous sens pa- 
raissent s’accorder spécialement avec les formules qu’on obtient quand on suppose vérifiée 
la condition (i4). 

. I- 

Nous allons maintenant rechercher les formules qui devront remplacer les équations 
( 7 ) > ( 8 ) • 1 '*’° considère un corps élastique passant d’un étal dans lequel les pressions 

ne seraient pas ouUes è un second état distiact du prem'ter, Jt^our y parvenir, nous .sui- 
vrons uno méthode semblable à celle dont M. Poisson s’est servi pour établir les formules 
( 7 )' (8) • nous supposerons que les pressions A , Jt , C , D , E , F- relatives an 
second état du corps élastique liépendeol en choque point [x,jr,t) des déplacements 
relatifs des particules situées dans le voisinage do ce meme point. Or, si l’on désigne tou- 
joiiss par S . a , C ocs déplacements mesurés parallèlement aux axea coordonnés dans 
le passage du premier étal au second , les déplacements relatifs de la particule qui coïn- 
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eide dans le second état avec le point (x y z Az) , par rapport à la 

particule qui coïncide arec la point (o>,/, i) seront laa trois quantités 

Aï, An, AC. 


D’ailleurs, si l’on nomme r le rayon recteur mené du point [x,y,t) au poiut 
(® + Ax, 7 + AJ', ï + Al) , et B , P , 7 les angles formés par ce rayon reétear arec • 
les demi-axes des coordonnées positires , on aura 

(l5) Ax = rcosa, Ay = rco5^, Ai = rcoS 7 J 


et les trois quantités aï. An, a; seront, dans le roisinage du point z), sen- 

siblement déterminées par les formules 

I nt rfï , . <f? ’ , dî /rfï ■ ,■ rfï , , dï \ 

Aï = — Aa-l- — Ay-f.— -As = r---COSa4--— COsp COS 7 ) , 

rix iy ' dt \dx ' dy ^ ' di J 

dn , de 1 du I dn ,-dn ^ , dn -t 

An= _ A* + ^ ay. + _ A, = y OOSB -H - CO.^4- ^ COS 7 ) . 

AS— A A 1 A ^ dt, . riC \ ■ , 

- rf- *« + COSB + — COS? -f — COS7) . 

î V 

Donc lei'déplacemaiHs reletilb des direnes midéculas dans le roisinage du point i^.y, i) 
dépendront principalement des neuf quantités 

, I 

’ rfÇ ■ rfÇ rfÇ dn dn tin rfÇ rfÇ rfÇ 

dx * dy ' dt ' dx * dy * dz * dx * rfs * dz ^ 

qui forviroot de coefficieols aux cosfous des angles a , p , f dans loi râleurs des rap- 
porta , V 


AÇ 


An 




Donc, on adoptant l’hypothèse ci-dessus mentionnée, on dérra regarder les pressions 
A B , C , D , E , F comme des fonctions de ces six quantités. Enfin , si , on con- 
sidérant ces quantités comme infiniineut petites du ptetafer Ordre , on néglige dans les 
déreloppoments des Rossions A, B, C, /> , E, F lés inGnimcntp'klts (fnn ordre ' 
sopérieur au premier, les fonctions dont il s’agit seront 'remplacées par des ibnétlons li- 
néaires , en sorte qu’on pourra supposer • 


t 
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X 



'/i 

— « + »i 

‘ djc 

+ a 

dn , <n 

-+«4 

Idn 

U» 



.fi 

dt 

) + »s 

ffi 

\dy 

+£)■ 









1 dn 

_fÜ 

N . ldi 

dl 


(dl 

\ 








+ •: 


‘‘y 

l-*"“[ul-d7 

| + “» 

(dy 

-Ï7l- 


B 

= b + h. 

H 

dx 

+ 

, V 

^71 

4-I>4 

fdn 

\dy 

^Uy 


-fi 

dj 

j + bs 

ffi 

\dy 

+£)• 

(•7). 











' 








-t- b 

Idn 


l-+sb.fli_ 

■fil 

1 1 K 1 

ff£ 







■- 


T “r 


dyi 


dt j 

[ + "9| 

\dï 

rfx /* 



= C -f- c, 

dx 

+ Cl 

Un dÇ 

-j-C4 

/Un 

[,/n 


i+-(S- 

fi’ 

dt) 

| + c«| 

f- 

l'ir 

+£)■ 









l~ 

dC' 

\ fdc 

dV 

\ 1 1 

(di 

rfïï\ 


\ 




• 


+ <=5 

\dî 

rfr, 

) + ®t- 


) + ®9l 

[dl 

-dj)’ 

In. 

— Îl4-d 


4-d 

— -4-d. 


-4-d,f 

dn 



fi\ 


rd? 

j-fl^ 




dx 



dt 

T<*4l 

dï' 

^ d^l 


<lij 

T '*6 

tdy 

+-dxj’ 






1 


-U d 

(Un 



,fi) 

J-d 1 

ffi 

rf») \ 

« 







-f U, 

i*' 

dy) 

^ \dj 

dt) 


tdr 

dx ) ' 


El 

= V+ e. 

ds 

+ e. 


ds 

+ “s| 

'Un 

irfs 



i) 

+ P6| 

ffi 

idy 

+£)• 

(»8)' 






















A 1 

f dn 


l-4-e.fli- 

fi^ 

4- e ( 

fi. 

rf>5\ 








-f ç. ! 

idï' 

dy) 


dt) 

-r Cji 

,dy 

rfx/* 


1 

F-. 

= f+f. 

dx 



dC 

dî 

+ r,( 

da , dÇ\ 
dr ’^dj-j 


S) 

+ j 

’df 

>«<r' 

4-—]. 








i r 1 

(dn 



fi^ 

4- f f 

fi. 

du \ 







*+" *7 1 

U' 

dy) 


dsj 


dy' 

in)- 


Pour décourrir les relations qui peuvent exister entre les soKante coefficients que ren- 
ferment CCS dernières formules, il siifTu d’observer que le premier état du corps conti- 
nuera de subsister, si, dans lo passage du premier état au second, on a déplacé tous les 
points, en les faisant tourner simultanément autour du l'un des axes coordonnés. Sup- 
posons, pour fixer les idées, que, dans le passage du premier état au second, lo corps 
ait tourné autour de l’axe des t; et soient , dans lo second état du corps, t, r les 
coordonnées polaires du point (x,j-,:) projeté sur le plan des x , y , en sorte 
qu’on ait . . • , 
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, ( 5oi ) 


(ig) S = t.COIT, jr = nlnT. 

IMtigDODa d’ailleun par i raccrolssemeat qu’a reçu l’angle t dans la passage du 
premier état ao aecond. On aura évidemment 


(*o) 


i * 5= icost — »cos(t — i) = x(i — coai) — ^sini , 
“ii=:esinT — t8in(r — l) — /(i — cosi) + »sini, 


puis nn en conclura , en considérant i comme iiiGniincnt petit du premier ordre , cl 
négligeant lA infiniment petits d'un ordre supérieur ou premier, 

(ai) ’ = — r,=zijr. 

D’autre part, les valeurs de B, C, D, E, F .relatives au premier état du 

corps, ou celles qu’on déduit dos formules (17), (18), en remplaçant ( , s , ! par 
séro , savoir, 

a. b, t. î), t, f 

** « 


devront coïncider avec celles qu’on obtient dans le second état du corps , lorsqu’aux axes 
rectangulaires des x , y on substitue de nouveaux axes coordonnés qui forment avec 

le demi -axe des x positives les angles i et Il en résulte immédiatement 

que les formules (7)*, (8) de la page 3 i , et les formules (il^, (i 4 ) 8e la page 33 , sub- 
sisteront si l’on y remplace les pressions e'I’ « l)b . G . <® , par O , b , f , 

b , t , f , pourvu que l’on y pose en même temps ~ , 



ou , ce qui revient au même , 
« 




f cosa, = C<»i, 

co 5 a, = — fiai. 

cos Z) 

(s 3 ) 


[ cosp, = sini. 

co»p, = cosi , 

COSjSs 


« 

[ CO87, = 0 , 

co$7a = 0 , 

cosyi 
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On trouvera en conaéquence 


( 3 o» ) • 



r = Ocos’t + bsin*i — afsin 

icosi 

(» 4 ) 



i c~t. 

. 


( Z> = bcoai4-ésini , 

• 

(aS) 

) * 

= — bsinc ■+■ fcost , 

• 


( Fz=s{a — b)sinicost -l-f(cos' 

i — sin’i) : 

puif 00 

en conclura, en négligeant les infiniment p^ls du second ordre 

(s6) 

^ = 0 — a if, ^ = b-}-a£f, 

C’ — C.. 


= E = t — ib. 

f’ = f+i(tt-b) 

«1 

D’aillcu 

rs on tirera des équations (17) , (i8), réunies aux formules (ai). 

(a8) 

A~a — aioj, J? = b — *i^», 

C = t — aiCg , 

{» 9 ) 

i) = b — a^)!,, £ = f— aie,. 

r=f— aif,; 


et , comme cei dernières valeurs de A, B,C,D, B, F devront s'accorder avec 
celles que foarnissent les équations (i6), (17) , on aura oéceatairement 


( 5 o) a, = f , 

bg = -f, 

C.J = 0 , 

( 5 i) d,= — ir 

■ ea = î^> 

4 =i(b-û). • ; 

On trouvera de même, 1.* en supposant que , dans le passage du premiet état au second, 
le corps ait tooraé autour de l’axe des / , * . ' ' 

( 5 a) as = — f. 

er 

m 

II 

e 

C| — f , • ■ i ' 

( 33 ) d. = jf. 

1 

Il 

« 

«) 

. f8 =-iï. 


s.* en supposant que . dans le passage du premier étal au second , le corps ait tourné 
autour de l’axe des s , - . . . ; * 
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( 5n5 ) 

(54) k, = î>, c,= — !>► 

(55) d, = i(c — *•). e,=— jf, = 

En Terlu de» formule» (5o) , (5i) , (5a) , (53) . (34) , (35) , le* coe(nci«ot» compris dans 
le» équation» ( 17 ), (< 8 ) *c réduiront 5 quaraote-doux , et ce» équation» derirndronl rus- 
pectÎTeinenl 
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{ 5o4 ) 

A)oiilon« que, ai le premier élnt du corps est un étal d'équilibre, dans lequel lesforces 
accélératrices soirnu iiulles , lot pressions relatires à cet état , 

devront vérifier les conditions 

da (/( Ht 

1 ^ = 0 , 

rfor ^ rfr rfs 

</f , rfb . rfb 

0 

dt dt dt > 

+ = 



quc l'uu déduit des équations (i) en y remplaçant A , B , C , D\ E , F par a • 
b,r,!>,é,f, et X, Y, Z par zéro. On peut remarquer d'ailleurs que ces con- 
ditions seront toujours remplies, lorsque les pressions a, b, f, b, f, f relatives au 
premier état du corps se réduiront é des quantités constantes , c'est-à-dire, indépen- 
dantes de la position du point (x,y,z). 

Il est bon d'observer que les équations (36), ( 37 ) comprennent nonunc cas particuliers 
les formules qui se trouvent inscrites sous les mêmes numéros, à la page i38, et qui sc 
déduisent de ces équations lorsqu’on pose ' ‘ 


( 39 ) 


.'a, = a -f-0. b, = f — b,c, = c — (, d, = u — b, c,=:v, f, = w, 
n,î=f — a, b,= b-j-b, c, = d — C, d,= u', e, = v'— f, f, = w', 

aj=e — a,bi = d — b, Cj = c -f- f, ds = u*, ej = v*. fi=:w'-f, 

04 = u, bs = u'-4-b, C4 i=u'-j-b, d4 = d-r 04 =w'-(--^, f4 = v'-f-^, 

las= V -l-r, bj = v', Cj=w'-j-r, ds=w*-f-^, e5=e-("^i^, f5 = u+^, 

9 a a 

\a6=w-|-f, bs=iw'-f-f, cs=w*, d«=rr'+-î-, e6 = u-*--^, 

. . a s a 


Ainsi les valeurs de A, B, C,D,E, F, déterminées généralement par les for- 
mules (36), ( 37 ) , conservent les mêmes formes, quand , au lieu de considérer les corps 
comme des masses continues , on 1rs regarde comme des systèmes de points matériels 
qui s’attirent ou se repoussent à do très-petites distances. Seulement les quarante-deut 
coellicients renfermés dans les équations dont il s’agit se réduisent alors è vingt-un, et vé- 
rifient les conditions — - 
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( 3o5 ) 


m 


(40 


bi + b = c, + f = d4 i — , 

‘ • f+“ * 

c, + f=aj + u — es , 

a 

a, + Œ = b, + b = . 

! d, + b = a^ = eg — i b = f J — ib, il, «ÿ- b = b( , dj + b=:C4, 

e, + e — as , e, + f = bs = fj »— 5 ï i d* =: i f 6| + f = et * 

f, +f = *s> f. + f™b#, fi4-f = c«s=da-n-if = e4 — if. 


Soient maiotonant 

. • ♦' 

(4a) tn>. G. Æ). C. 

ce que deviennent les preaiions A , B'i C , D , E , F lortqoe , dani le second état 
du corps , on fait tourner les aacs coordonnés des æ et ^ autour do l'origine , de ina- 
nière à substituer au detni-axe des x pesitires celui qui, partant de l'origine, se di- 
rige vers le point correspondant aux coordonnées x, y. Supposons d’ailleurs que 
l'on désigne toujours par <■ et t les coordonnées polaires de ce dernier point. J, , 
£• ^ . tib, £>•, £. , S) , Q seront les projections algébriques sur les nouveaux 
axes coordonnés des pressions ou tensions que supportent dans le second état du corps 
trois plans menés par lo point {x,y,s), et perpendiculaires, le premier au rayon 
vecteur t. , le troisième è l'axe des z , lo second è la droite d'intersection du premier 
et du troisième. Or ces nouvelles pressions ou tensions seront évidemment liées aux pres- 
sions ou tensions A, B, C, D, E, F par les formules qn’on obtient lorsque , dans 
les équations (s4) , (x5] , on remplace l’angle i par l’angle v , et a , b , f , b , 
r , f par cl> , i)î> , G , 5) , £ , : de sorte qn’on aura 


(45) 


(44) 


! ,/ = uloCoe’T -1- dbsin'T — s^sinreosT, 

! jB = cl.sîn’T-l- tibcos’r-l- 2,fsiOTCosT , 

! c=ze. ■ 

i l5 = Æ)cosT-|-£sinT, .. 

£ = — -®sinT -t- £cost , 

I .. . , . . ... 

V F =± (si,, — tfb)sinvooar ^(oos’r sin’v) , 

IV.* AHNèx. 
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OD , ce qui reTient au même. 


> ( 5o6 ) 


(45) 


(46) 


/ ^ c4, + <l(i) , ot - l/î» rf . 

A = 4- coiiT — Snm-t , 

9 a 

= -2Ît^coisr + ^,inaT , 

\ c=o. 


B = <0ce«T + £ » 

E = — Æ)»înT-f- ^cotT , 

F = ■ ^ lin ar ■!- ^coi a T , 


Ajontoni que dei formalei (45) et (46) on tirera 

(4?) ^ •5= • A — B={A> — t(l>)co8aT— a/iinar , 


et par luito 


A+B , A-B 


coiat + 2^«inaT , 


(48) 


(49) 


lIL : 


A+B A-B 


COI 2 T — Fsinar , 


e=c, 

S) = Bcoir — Jîlinr , 

^ = Blinr -\-Ecofr , 


i = — lin a T /^cos a T , 


Dèsigooni à prêtent par jr et par « let accroiiiements que reçoivent le rayon 
recteur t. et l’anglo t , tandii que le corps patte du premier état au second. On 
aura 


(5o) 


E = vco«t — t(| — _/)coi(t — i) , 
>i = «-ainT — i.(i — y)sin(T — t) ; 


puis on en conclura , en coniidérant let quantitéi • , y comme inliniment petites du 
premier ordre , el.négligeant let inüniment petits d’un ordre lupérieur au premier. 
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( 5«>7 ) 


(5i) {=— JniiiT+/’»cotT , 

on , ce qui revient an même . 

(5a) { = -ljr+y*. 


« = UeoiT-4-ytiinTi 


« = ‘»+/7- 


D'autre part , en considérant t. et r comme des fonctions de », y , 
eu égard aux formules (19) , 

UngT = — , 


x*+jr* 


(55) y' — »'Jrj'. 

et par suite 

(54) »(<<■ = adiB+/«fy, 
ou, ce qui revient au mémo, 

(55) d» = cosTdaj + sinT<fy,, <It = . 

On aura donc 


( 56 ) ^ = coST , 


d\ 


rfr 

• = »int, — — - 8 int, *T“ = — coSTj 

dy dx ^ \ 


rfr 


et , li Ponaoppose • . / • C immédistement exprimés ea foncUont de t » 
Iroarera encore 


/ di di 


(57) 


1 di 


di 


di , 


1 di 


— C08T — — — aioT, — = — 8 ioT+ — --ooar 

— “*• - ^ ij Y 


V dr 


di di I ^7 

— = — coâT — — — 1. 1 




dr 


dy dt 


dj dj , I dj 

= -j^sinvH -J- cost 

dy dt % dx 


(58) 


d^ dZ i di: . 

~ = — COST — SUIT , 

dx d%> V dx 


Cola posé, les formules (5a) donneront 


(59) 




dj 


dti . di , dj 


-r- = -T-SinT+. — — COST. 
dy dx, V dx 


% * 

. di J dj 

«=— 


rfn rfi dj 


on trouvera 


f et a, on 
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( 5nf ) 

et l'oD conclura de coa dernières , combinèea avec lea éqnationa (19) et ($7) , 



On trouvera d’ailleura 


(6ï) 


rfÇ th . <!) I di . dj 

dz •' dz de \ dt dt 

I drj di dj (di , dj , \ 

{dr=^di+y^==id; + dz- • 

I 

Enfin , 81 l'on aubatitue dana lea éqiialiona ( 30 ) et (37) lea valeura de 


rfC rfC du ‘ 

dx ’ dy ' dx' dy ' dy dx ’ dy dx ' dz ‘ dt 


tiréca dea formulea (38), (Go), ( 61 ), (Gs) , on obtiendra de nouvellea valeura de xl , 
B , C , D , E , F, qui, subatituécs ellea-inêraea dana les formules (48), (4<j). four- 
niront le moyen d’exprimer les pressions , Q , S) , E , ^ en fondions des 

quantités 

(63) « , j , t , T . 

et des coefficients diffiérentiels 

ifi\ ‘‘‘ ÉL — ^ dj £i ££ 

7Z' dr’ dz’ dz’ dz’ dz' dz’ dz' dz ' 

Si , après avoir obtenu , comme ou vient de le dire, les valeurs de r.t, , il!) , G , 
S) , L , S , ( xprrméca en fonctions des quantités (C3) et (64) , on cherche ce qu’elles 

deviendraient dans le cas oü l’on déplacerait , en le faisant tourner autour de l’origine , 
le demi-axe polaire , & partir duquel se compte l’angle z ; il suffira d’observer qu’en 
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( â«9 ) 

vertu d’uD semblable déplacemeot la varinblo r serait augiraenlée ou diminuée d’une 
quantité constante. Donc, pour.détcrniioer les ttlcureque prendraient , tJl> , 0 , 
y). £. i après le déplacement dont il s’agit, il suflirait ilu remplacer, dans les 
formules (58), (Go), (Gi), (Ga), (48) et (49), l’angife t renrertiié sous les signes sin. 
et cos. par l’angle v*)- j, i désignant une constante positive on négative. Or il 
faudrait évidemment que les valeurs de sis , II!) , 0 .£>,£./ , ainsi trouvées , 
conservassent la même forme, quelque fût l’angle à , pour que le corps, dans son pre- 
mier état , pût être considéré comme oITraut la même élasticité en tous sens autour d’un 
axe quelconque parallèle è l’axo des :. Il reste è examiner quelles sont les relations 
que doivent avoir entre eux les- quarante-deux cocQscients 


' <t . 

a. . 

a. , 

as , 

“4. 

ai . 

as , 

b . 

b.. 

b.. 

b,. 


bs, 

bs . 

1 , f ’ 

c, , 

c. , 

Cs , 

C4, 

Cj , 

Ca > 

1 

d. . 

d. , 

ds. 


ds. 

ds. 

1 ^ ’ 

e. . 

e. . 

Ps. 

® 4 . 

es . 

ca . 

l f* 

f. . 

f.. 

fl. 


fs. 

fa. 


pour satisfaire è la condition que nous venons d’indiquer. 

Afin de résoudre plus facilement la question dont il s'agit, attribuons d’abord è i la 
valeur particulière ir , et supposons en conséquence que les valeurs de -l, , il!> . 0 , 
S), £ , déduites dos formules (58), iGo), (Gi), (Gi) , (50), ( 57 ), (48) e.t (4q) , 
conservent les mêmes fonnes, tandis qu'on y substitue l’angle r ’r è l’angle t. Il 
est clair qu’après cette substitution les valeurs des quantités 


(GG) 


A, B, C, 


,, rfj du ifi 4. 

' dx ’ dy ' dy dx ’ tiy 


‘K. 

dx ’ * 


foiiruics par les équations ( 45 ) , (4G) , (Go), ( 61 ), n’auront pas changé, tandis que les 
valeurs des quantités 

( 67 ) D. E, 1^, il, 

dx tij di dt 

fournies par les équations (4G), (58) , (6-i) , auront simplement changé de signe. Donc 
les formules (5G) , (Sÿ) continueront do subsister lorsqu'un y changera seulement les 
signes des quantités (Gy). Donc ces formules entraîneront les suivantes 
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( 5io ) 


^^tt + ..g + a.ÿ+., + J). 

»)|i> = H-b,g+b.i+b.5+i,.(a+g)+f(«_«), 
,C = r + c.^ + c,J+c5 + c(ÿ+g)i 


(69) 



(S+ 

S)+ 

f-b 1 

frfïi 


-Il 


"M 

a i 

^ <it 

dx) 

a ' 

^rfr 

dx) 




0-r. 


_^\ 

i_l 

jdn 

fl] 

U ^ dy}^ *1 

[ir ^ 


a 


dS) 

' a 

i* 

dx) 


^='+'.S+'.$+'.g+'4f+S)+^(f-S)‘ 

«=-.(î+?)+-(ë+î)+'(S-£)- 

[d„ rfi;\ jd^ , rf{\ , ./<<: .,/<<; di\ 

“ ='H* + - ^) + '(ïF - ir) ’ 

(.,jjo = r + r, _4.e,- + e.-+e,^-+— J--(---J , 

,i ® + * j -T\dp-7Tj - Tlrf* “ ït] • 

Or les équations (70), (71) derant subsister pour des valeurs quelconques de ( , s , i, 
et par conséquent pour des valeurs quelconques des quantités 

dl dn dX, dit d^i 1 *^5 1 . ^ £l ££ £i _ £1 £1 — 

dx * dy * dt * dz dy * dx dz * dy dx ' dz dy ' dx dz ' dy dx * 

on en couclura immédiatement 
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C4 = Cj = O , 


( 3 ii ) 

(7*) a4 = aj = o, b4 = bs=:o, 

(75) llr=d, = d, = di=da = o, f = o, =e, = ei = e 6 = o, f4 = fj = o. 

ConceTonatpréaeotqueroo atlribue à t la valeur particulière —, et supputuas 
que lea raleura de X , tlb . G » -® > ^ ^ doivent encore conaerver le» niéiiie» 

formes quand on «ubititue l’angle ^ 'l~ ~ è l'angle t. Cette nouvelle substitution , 


les valeurs de 

( 74 ) A.B.D. E, F. 
en celles de 

(75) B.A.B.-D.—F, 


i6). 

(S8), 

(60), (6i),(6u), 

aura pour effet de changer 


d; 

d; 


dn 

dî dn 

£i" 

dn 


dw 

■ dj- 

* dx * 


dj~^ dx ’ 

dt * 

HT* 


rfC 

d; 

dn 

d« 

\dj^ dx}' 

dn 



dy 

’ d» 

’ 

ds ’ 

rfT * 

dz * 



Donc les formules (68) , (C9) devront continuer de subsister quand on y remplacera 
les quantités (y4) par les quantités (7&) , et l'on aura nécessairement 



Or, ces dernières valeurs de A, B, C,Ü,E, F devant s’accorder avec celles 
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{ 3n ) 

que fournissent les formules (68) . (69), quels que soient les déplacements i, », {; , 
on on conclura 


(78) û = b, a, = b, , a, = b, , aj = bj, 85 = — bs . c, = c, , c« = o , 

(79) <l4 = cj, di = — 64,1 f=o, f. = — f, , f, = 0. 

Par suite les formules (68) , (69) pourront être réduites b 



Concevons enfin que l’on attribue i J la valeur — , et supposons que les valeurs de 
-C , iflj , G , ^ doivent encore conserver les mêmes formes quand on subs- 

titue l’an'^ln v + — "IT l'angle v. Cette dernière substitution, opérée dans les for- 

mules (45), (46) , (47) . (4») . (<>o) - l^i) , ( 6 î), aura pour effet de changer les valeurs 
de 
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( î 

SiS ) 




(83) 


F, 

a 

B 

» 

rf{ 

rfy 


Vï dn 

'dx dy ’ 



en celles de 









• 

(84) 


B 



'(5 

rfïî 

ldi . rfa\ 



a 



F. 

(tx 





et le* valeurs de 









(85) 


ô. 

E 


rfï 

dx ’ 

rfC 
dr ’ 

rfÇ dn 

*57 ' dï * 


- 

en celles de 


0 








(861 

E-O 

1 1 

f£i_ 




I i fdi 

, 

/rfs- </î\ 


i/* 



‘fyl 

lA 

\dy dxj 

1 * rff/’ 


U* dt r 

Donc les furmules 

(80). 

(81) 

. (8s 

) continoeront de subsister quand 

OU y 

remplacera 


les quanlilés (83) et (85) par lc5 quantités (8^) et (86), de sorte qu’on aura 

i 


( 88 ) 


I '■=-=^(ÿ+a— (s-i)‘ ' 

i“+*=c---»(ê+f)+(^.+«(ë+î)+^iî(S-f+S-ë)- . ■ 


Pour faire coïncider lea ralcura prdcédeotea de — ^ — et F avec celle* que four- 

aiuenl le* èquaiion*' (8i), (8t) . il e*t nécessaire d’aasujétir le* coefllicieots , ag, 

f, , fa aux deux condiltons 

(89) ^ — ‘^ * ■ = f* . = — f, . ^ 


Quant aux formulo* (88), elles s'accordent avec les deux première* des formules (8i) , 
quel* que soient d'ailleurs le* 'cooillcisnl* dg , d* , a et r. 

En vertu des formuiu* (89) , le* équation* (80) , (81) se réduisent è 
IV.* Axaè*. 4> 
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(9°) 


(9') 


J> n 1 1 1 ‘^**1 r 1 r / 1 

t 

‘^='+'-(S+^) +“î‘ 

■*=-MS+f)+MS+f)+W-S)’ 

''=''(S-ÿ)'+'*(ÿ+â- 


Cela poaé , les formules (48) , (4g) donneront 

I a» = a+(«.+f4(^ + ÿ) +aj 5 +f, } (2 - J) + s) ««*-! 


(9*) ^ 

dî, = tt.(a..r«)(£.ÿ 



dn ’ 

1 /</« rf»\ . ) 

1 4 r X 1 4» - - - 1 •ifi « » \ 

« 


\dx 


I vU» » T T 1 ““ “ ■ “ ■ 1 9111 » T { 

f \rfjr da] 1 

€• 

^ « 

-•i 


4/n\ 

"S J 

(di dn\ . \ 

• 

/rfÇ </)]\ 

^.Q=t+C.(— + — l+c. 

rf; . 

dt ‘ 





c-al/dn rfç\ /rfç rfC\ . i 

■*■ a |(rf* ' (rf* ' 

(95)| £=d,j(J + ÿ),mr+(g + ÿ)co.Tj + d,j(g+g-).in.-(J + ^)co.r} ^ 

. t-0 Ifdn rfÇ\ . ■ Idt. dC\ ) 
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Od tirer» d’ailleun de» équation» (58) , (6o), (6i) et (6*) 

. /«/va _L_ _ 

dy 


(94) 

(05) 


dx. rfC . dt, rfî rfÇ . I dû 

— - cosT 4 »inT = — , — co»T — — 81DT = — — , 

dx ^ dr d%. dy dx . x, dr , 


(g*') 


di , dn di , dj 

dx “ dy ■' dr dx, 

ldi dn\ , tdi , d«\ . dt dj 

ldi df)\ (d\ dn\ . dj di 

di , dn . dj ^ du d? t d( 

(07) — coiT-l — — »inT = t,— , — co»T — — sinr — 

\y/i dt di dt dt dt dt 

Donc le» équation» (gs) , (g5) pourront être remplacée» par le» »uivante» 

+ H. (»y + ^7 + « ^) + *f»(y + ‘ S 

a + a.(*y + ^ + »^)+*'’«(j + S)+*>S' 

'1 £,=f + c.(./ + ^ + «-^) + c,g; 


Jt, = 0' 


(98) 


v)b = 


(99) 



/ dj 

4 " 

di\ 

. f-a / dt 

1 

dît 


drj" 

^ a V * 


J / rf* 1 

1 


, t-O 1 dj 

dC 

i 

-d,(» — + 

V 



1 ’ 


di \ 

d%fi 

I- 



â 


Comme ce» d«miè»e» Ttdeur» de <A, , >[Si, , C . £> ,C. ^ ne changent pa» de forme, 
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( 5iO ) 

quand on remplace l’angle t par t , t déiigoanl une quantité comtanta , il en 
résulte que les conditions (7a), (70), (78), (79) cl (8g) sont les seules ausquelles il 
faille assujétir les quarante-deux coefficients a. b, f a, , b, , c, , d, , 

Oi , f, . a,‘, b,, etc... , pour que le corps, dans son premier état, puisse être considéri^ 
comma offrant la même élasticité en tous sens autour d'un axe quelconque parallèle 6 
'l'axe des s. Lorsque cos conditions sont rériSées, les valeurs des pressions 


A, B. C, D, B. F 

se rédaisent à celles que fournissent les équations (go) , (g 1 ) 
Si , pour plus de simplicité , on écrit dans cea équations 


' a , 

% 

au lieu de 

C, a*, c', c'a iV, 

d*. 

f'. 

f'. 


a , 

on trouvera 

f , a, 9 Éj P c« P Cj P ^4 » 

V 

ds. 

f.. 

fs. 



(Mto) 


W = a + (a+*n^ + » ^ + a + ■ 

B = a + o'^-f(a'-t-af*)4^ + a'^+f'(4i + ^) , 

dx ^ dy dt dsj 


^ = ® + ® + “ rfT* 


(loi) 


2) = d' 

/rfn 



1+ 

d*l 


1 

Ü' 

I4. 

c-a jdn 



\d 7 

1* 

dyi 



“T 

di J 


3 \iês 


B = - 

• d'i 

fdi, 

4 - 


4. 

d'I 

'dC 

+ 


0-a 1 

'fi 


1 

idz 


dj) 


\ 

[dx 


dtl 

' > \ 

^dt 

F = t'\ 

f- 

• 


1 + 

f'I 

i- 

+ 

du 

]. 



* 



<ifl 

1 

U/ 


dx^ 

1 




Il est bon d’observer que les équations (90) , (91) ou (100) et (lot) renferment seulement 
dix coefficients dépendants de la nature du corps, savoir. 


a, c. a', a', c', c*. d', d', f', 
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( 5i7 ) 

Si l'on combine bu formule* ( 4 o) , ( 4 >) avec les conditions (7s) , (75) , (78) , (79) et 


(89) , on trouvera 


• • 

(los) 

aj + o = c, + f=d4 ^ , 

S. + Û 

= ffi — â » 

(io 5 ) 

f, = 0 , dj 

; = o ; 

• 

puis , en écrivant a et c au lieu do a , C , 

et posant 

• 

(io 4 ) ai^+a = c. + c = d4 — -^^ = d. 

a , 0 = ffi 

«* 

— 8 = f, Cj — c = k 

on tirera des 

1 équations (90) , (91) . 




, W = a 4 -( 3 r 4 -a)^-^(r-o; 



(io 5 ) i 

j 

^ = a+(f-a)g + ( 3 f 4 -a) 

1 

+ 

* lil 


C = c + (d-c)g+(<i-c) 



1 D = (d + c)^ + (d+a)^. 
1 ^ 


1 

• 

(toC) 1 

1 E = (<i + ,)^+(-l + c)^. 




, i’=(t+.)gtS)- 

9 



Ces dernières formules ne renferment que cinq coellicients dépendants du In nature du 
corp* . «aToir » * 

• t c, (1 , fp k. 

» 

Biles sont d’aillears comprises / comme cas porticuliers/dans lec équations (a4)> (*•>) 
des pages i 35 , 1 36 , et se déduisent de cer équations lorsqu’on supposant 

(107) Gz=ü . P=Q. L = M = IB, 

00 prend 

a = C&, d = Qa. f=iÎA, k = nn. 
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( 5i8 ) 

Il suit, au reate, des principes exposés dans le troisième volume [pages 199 et aoi] que 
les conditû>DS (107) sont précisément celles auxquelles il faut assujétir lea quantités 

G, H, L. M. P, Q, R. 


pour que l'élasticité du corps reste la uiéinc eu tous sens autour d’un axe quelconque pa- 
rallèle 5 l’axe des z. 


Si l’ou veut que le corps , dans son premier état, puisse être considéré comme offrant 
la même élasticité en tous sent autour d’un point quelconque , et par conséquent autour 
d’un axe quelconque parallèle ou non parallèle è l’axe des s , il faudra quejes valeurs 
de A,B,C,D,E, F, fournies par les équations (90), (91), ou (100) et (loi), 
ne changent pas de forme après un échange opéré entre les axes des x , y , z . Or, 
si l’on remplace l’axe des y par Taxe des i et réciproquement , un devra , dans 
les formules (100), (toi), échanger entre elles les quantités B. vX C , E kX F , 
y tx Z , n et On aura donc par suite 



Pour que ces dernières valeurs de A , B , C , D , E , F s’accordent avec celles 
que fournissent les équations (mo) , (toi), il suffit d’assujélir les coefficients 


a . c , a', a*, c'. c*. d', d*. V. f* 

aux oondilions 

(no) a = c, a'=a* = c', c* = C' af*. d' = f', d* = f'=_o. 
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Cela poaé, ai l’on déaigne par l la râleur coimounu dea deux qiianlitéa a , c , par 


K la râleur commune des trois quantités a', a*, c', et par lA- la râleur commune 
des deux quantités d', f*. on troiirera, en ayant égard k In formule (10), 

(lit) = A 4^ + Jîv + < , 

<ix * 

dy 

— A “ -J- -f- 

dt 





Lus formules (iii)i (>ia) pourraient être établies directement par la méthode i l’aide 
de laquelle noua arona obtenu lea formulea (ta) et (i 3 ). En supposant l constant, 
c’est-k-dire , indépendant de x , y , z , on déduit de ces deux systèmes de formules ' « 
les mêmes équations d’équilibre ou de mourement intérieur des corps élastiques. Ajoo- 
lons que Ton peut tirer lea formules (iii) , (ii*) dus équations (67) de la page lyS du 
iroiaièmu roliime des Exereiet» , en posant dans ces équations R ■= K\> l . 
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